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�1� �����

����������������. ����������������

�, ����������������������������������

����. ������������������, ������������

����������������������. �������������

������, ����������������, ������������

��. ������������������������ H. B. Enderton �

Elements of Set Theory[1].

1.1 �����

��������, �����������������.

���������������, ������������������

�. �� a ��� A ���, ��� a �� A, �� a ∈ A; �� a ���� A �

��, ��� a ��� A, �� a �∈ A. �����������, �� ∅.

�� “⇒”, “⇔” ���	��� “		” � “	��	”.


 A � B �����. �� x ∈ A, � x ∈ B, ��� A � B ���, ��

A ⊂ B � B ⊃ A; ��� A �� B ���, �� A �⊂ B. �� x ∈ A⇔ x ∈ B, �

� A � B ��, �� A = B; ��� A� B ���, �� A �= B. �� A ⊂ B �

A �= B, �� A � B �
��. ��, A = B ⇔ A ⊂ B � A ⊃ B.

����, ��� R, Q, Z, N� Z+ �	����������������

������.

���������. 
 A � B �����, �� {x : x ∈ A � x ∈ B} ��
A � B �����, �� A ∪ B; �� {x : x ∈ A � x ∈ B} �� A � B ���

��, �� A ∩B; �� {x : x ∈ A � x �∈ B} �� A � B ���, �� A− B �

A \ B; �� A ∩B = ∅, �� A � B ������; �	, � A ∩ B �= ∅, �� A

� B � (���) ����.

���������, �����������������, ��
� de

Morgan��: 
 A, B, C ����, �

A− (B ∪ C) = (A−B) ∩ (A− C),



· 2 · � 1 � �����

A− (B ∩ C) = (A−B) ∪ (A− C).


 A � B �����, ��

{(a, b) : a ∈ A � b ∈ B}

�� A � B �����, �� A× B, �� (a, b) ����. a ∈ A � b ∈ B ��

�� (a, b) ���������.

�������������. �������
�����������

	�������
����	������. �
������������

������.


 A, B �����, f ����� A × B ���. ����� x ∈ A, ��

��� y ∈ B �
 (x, y) ∈ f , �� f �� A � B ������, �� f : A→ B.

�� A ���� f ����, �

A = {x : �� y ∈ B, � (x, y) ∈ f},

�	 (x, y) ∈ f � B ���� y ���� f � x �
, � x � f ���, ��

f(x), � y = f(x).

� A0 ⊂ A, �

f(A0) = {b ∈ B : ��� a ∈ A0, b = f(a)},

�� A0 � f ���; f(A) �� f ���, ��	��	, 	���� B � f �


������.

� B0 ⊂ B, �

f−1(B0) = {a ∈ A : f(a) ∈ B0},
�� B0 � f �������. 	 B0 ���� {y0} �, �� f−1(B0) = f−1(y0),

�� f � y0 ���.

� A0 ⊂ A, B0 ⊂ B, �

f−1(f(A0)) ⊃ A0, f(f−1(B0)) ⊂ B0.



, �� f−1(f(A0)) = A0, f(f−1(B0)) = B0 ����.

�� 1.1.1 
�� f : A→ B. � U, F ��� A, B ���, �

f−1(F ) ⊂ U ⇔ F ⊂ B − f(A− U).

�� 
 f−1(F ) ⊂ U . �	
 y ∈ F ,� f−1(y) ⊂ U . �
 f−1(y)∩ (A−U) =

∅. �� y ∈ B− f(A−U),� F ⊂ B− f(A−U). �	,
 F ⊂ B− f(A−U). ��



1.1 ����� · 3 ·

A−U ⊂ f−1(f(A−U)),�� f−1(F ) ⊂ f−1(B− f(A−U)) = A− f−1(f(A−U)) ⊂
A− (A− U) = U . �
���������������	�.


�� f : A→ B, A0 ⊂ A. ���� A0 ×B ���

{(a, f(a)) : a ∈ A0}

�� f � A0 ����, �� A0 � B ���, �� f |A0 . ��� x ∈ A0, �

f |A0(x) = f(x). �
 f |A0(A0) = f(A0). � B0 ⊂ B, �

f |−1
A0

(B0) = A0 ∩ f−1(B0).


 A0 ⊂ A, �� f : A0 → B. ������ F : A → B �
 F |A0 = f , ��

F � f � A ������, ����. ��, f � F � A0 ����.


�� f : A→ B, g : B → C. ���� A× C ���

{(a, c) : �� b ∈ B, � f(a) = b, g(b) = c}

�� f � g �����, �� g ◦ f : A→ C. ��� a ∈ A, (g ◦ f)(a) = g(f(a)).


�� f : A → B. �� f(A) ����, �� f �����; ���	


a1, a2 ∈ A � a1 �= a2, � f(a1) �= f(a2), �� f ������; �� f(A) = B, �

� f ������; ���� f 
���	���, �� f ��������.

��, �� f ��� ⇔ ��� a1, a2 ∈ A, � f(a1) = f(a2), � a1 = a2 ⇔ �
	
 b ∈ B, f−1(b) ���������. �� f ��� ⇔ �	
 b ∈ B, f−1(b)

��.

���� A ⊂ B, �� f : A → B ����	
 x ∈ A, f(x) = x, �� f �

��, �� jA � j �	; 	 A = B ���������, �� iA � i �	.

���� f : A → B ���, ��������� B � A ���, �� f−1,

�	��� b ∈ B, � f(f−1(b)) = b, � f−1 : B → A � f ��������. �

�, f−1 : B → A 	����������� f−1 ◦ f = iA, f ◦ f−1 = iB.

���������������������	�, ������.

�� 1.1.2 
�� f : A→ B. ������ g : B → A � h : B → A, �	

g ◦ f = iA, f ◦ h = iB, ��� f, g, h ����, f−1 = g = h, � g−1 = f .

���� f ���, B0 ⊂ B, � f−1(B0) 
���	 B0 � f ����, 	�

�	 B0 � f−1 : B → A ���. �	�	�� A ������.

�
������������.

�� 1.1.1 
 X �����. �� X ������ n ∈ Z+ �
 X ���

{1, 2, · · · , n} 	������, �� X ������ n �� (����� 0 ��);



· 4 · � 1 � �����

�������������; ����� X � Z+ ��� (��), �� X ��

�� (�����); ��������������.

� n �� (n ∈ Z+) �������, 
������� f , 	�� ai = f(i),

� n ��������������	�

{a1, a2, · · · , an} � {a1, a2, · · · , an, · · · },

��, 	��� i �= j �, ai �= aj .

	�,�������. ���,����������,���������

�. ������������������.

	�� A � n ���,�� n ���� A���,�� |A|, � |A| = n. ��

A,B �����, � |A| = |B| 	��	 A � B 	�����. ����	
�

������. ��� X , �� X ��� |X |, ������ Y , |X | = |Y | 	��
	 X � Y 	�����. ��� (���) ��������� (����). �

� Z+ ����� ℵ0,� |Z+| = ℵ0. �
,��������� ℵ0. ������

��	��	���������� ℵ0. �� R ����� (	�� 1.1.5), ��

���������, �� c, � |R| = c.

����������������. ���������
�, ���	�

�����������.

�������������, ��
�� A , B ��	. ��������

���������������.

� A = {{a}, {a, b}, ∅} �����, ���� {a}, {a, b}, ∅. 
 b ∈ {a, b} ∈
A , � b �∈ A . �� {∅} ��� ∅ ��, {∅} ⊂ A , 
 ∅ ∈ A .


 A �����, A ������������ A ���. ����, ��

P(A), � P(A) = {B : B ⊂ A}.
� A = {1, 2, 3},�

P(A) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, A}.



,���� A��� 1,��� A��� {1}����. 1 ∈ A, {1} ⊂ A, {1} ∈
P(A), 
 {1} /∈ A, {1} �⊂ P(A).

������	�����, 	
�	
����	��.


 A �����. ��

∪A = {x : �� A ∈ A , �
 x ∈ A},

���� A �	; ��
, ���� A �����

∩A = {x : �	
 A ∈ A , x ∈ A}.
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	�

��, 	 A �����, �
��� ∪A = ∅. ����������

�, 	���������	���� 0 �����.

����	������.


 J �����, A �����, ��� ϕ : J → A �� A �����,

�� J �����, �� A ���� ϕ ��������. ��� α ∈ J , �

Aα = ϕ(α), ����������� {Aα}α∈J , ��� {Aα}. ��� A , ���

������� {A}A∈A .

����	�����, �� {Aα}α∈J ���������

⋃
α∈J

Aα = {x : �� α ∈ J, �
 x ∈ Aα},
⋂
α∈J

Aα = {x : �	
 α ∈ J, x ∈ Aα}.

�
, �	
� β ∈ J , �
⋂

α∈J

Aα ⊂ Aβ ⊂ ⋃
α∈J

Aα. ��
, ���������

��������, 	���� de Morgan��:

C −
(⋃

α∈J

Aα

)
=
⋂
α∈J

(C −Aα),

C −
(⋂

α∈J

Aα

)
=
⋃
α∈J

(C −Aα).

������������, �����, �������, ����.

�� 1.1.1 
�� f : X → Y . �� A ⊂ P(X), B ⊂ P(Y ), �

(1) f
( ⋂

A∈A

A

)
⊂ ⋂

A∈A

f(A);

(2) f
( ⋃

A∈A

A

)
=

⋃
A∈A

f(A);

(3) f−1

( ⋂
B∈B

B

)
=

⋂
B∈B

f−1(B);

(4) f−1

( ⋃
B∈B

B

)
=

⋃
B∈B

f−1(B).

��������������. �	������������� A1, A2

������ A1×A2. A1×A2����� (a1, a2)���� {1, 2}� A1∪A2 ��

� f , �	 f(1) = a1 ∈ A1, f(2) = a2 ∈ A2. 
 {Xα}α∈J �����, X =
⋃

α∈J

Xα,
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� “�� x : J → X �
��� α ∈ J , � x(α) ∈ Xα” �����

{x : ��� α ∈ J, � x(α) ∈ Xα}

���� {Xα}α∈J �����, ��
∏

α∈J

Xα.

��� x ∈ ∏
α∈J

Xα, x(α) �� x �� α ���, ��� xα, �� x ��

(xα)α∈J � (xα). ��� α ∈ J , �� Xα ������
∏

α∈J

Xα �� α ����.

	��� α ∈ J, Xα = X �, ����
∏

α∈J

Xα, �� XJ . 	 J ������

�, XJ ���� X �������, �� Xω. 	�, XJ �� J � X ����

������.

��� β ∈ J , �� πβ :
∏

α∈J

Xα → Xβ ���

πβ(x) = xβ , x = (xα) ∈
∏
α∈J

Xα.

πβ ������
∏

α∈J

Xα �� β �
� β ��������, ����. ��, 


� πβ :
∏

α∈J

Xα → Xβ ���. ��, 
� πβ 	�� pβ .

� � 1.1

1.1.1 
 A, B, C ����. ����������.

(1) ���: A ∪A = A, A ∩A = A;

(2) ���: A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩ A;

(3) ���: A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C;

(4) ���: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

1.1.2 
�� f : X → Y . � A ⊂ X, B ⊂ Y , ��:

(1) f(A ∩ f−1(B)) = f(A) ∩B;

(2) f(A− f−1(B)) = f(A) −B;

(3) �� f ���, � f−1(f(A)) = A;

(4) �� f ���, � f(f−1(B)) = B.

1.1.3 ������� Z, ���� Z+ × Z+ ����� Q �������.

1.1.4 ������������:

(1) ����	
������;

(2) ���������������;

(3) �� X ����	��	���� f : Z+ → X;
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(4) ������	����.

1.1.5 �������������:

(1) ��
�� [0, 1] �����;

(2) 
 X = {0, 1}, � Xω �����.

1.1.6 (Cantor-Bernstein ��, 1897) 
�� X,Y �	: 
��� X � Y ���, 	

��� Y � X ���. ��: �� X � Y 	����.

1.1.7 
 {Xα}α∈J �����, C �����. �� de Morgan ��:

(1) C −
( ⋃

α∈J

Aα

)
=
⋂

α∈J

(C − Aα);

(2) C −
( ⋂

α∈J

Aα

)
=
⋃

α∈J

(C − Aα).

1.1.8 ���� 1.1.1.

1.1.9 
 J �������. ����� {Xα}α∈J � {Yα}α∈J , ��:

(1) ���� α ∈ J � Xα ⊂ Yα, �
∏

α∈J

Xα ⊂ ∏
α∈J

Yα;

(2)

( ∏
α∈J

Xα

)
∩
( ∏

α∈J

Yα

)
=
∏

α∈J

(Xα ∩ Yα);

(3)

( ∏
α∈J

Xα

)
∪
( ∏

α∈J

Yα

)
⊂ ∏

α∈J

(Xα ∪ Yα).

	: (1) ��������?

1.2 	 �

���������
�������
��	������	�����

“��” � “��” �����.


 X,Y ����,� R ⊂ X×Y ,�� R�� X � Y ���.�� (x, y) ∈ R,

�� x � y ��� R, �� xRy. �� R ���� X � X ���, �� R � X

� (��) ���.

����������.


 R ��� X ����. �� R �	�
 (E1) ∼ (E3), �� R � X ��

����,

(E1) ���: �	
 x ∈ X , � xRx;

(E2) ���: � xRy, � yRx;

(E3) ���: � xRy � yRz,� xRz.

�� “∼” �	����. � x ∼ y, �� x � y ��.
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���� X ������ R, 	�����	�� X ����
���. �

� x ∈ X , ��� {y ∈ X : xRy} � {y ∈ X : x ∼ y} ��� x ������, ��

[x]R � [x].

	�, x ∈ [x]. �� X ����������
.

�� 1.2.1 �� X �	
������������.

�� � x, x′ ∈ X , 
 E = [x], E′ = [x′]. � E ∩E′ �= ∅, ��� y ∈ E ∩E′.


� E = E′.

����, x ∼ y � x′ ∼ y. ����, y ∼ x � y ∼ x′. �	
� z ∈ E, ��

x ∼ z. �� x′ ∼ y � y ∼ x, ������
 x′ ∼ z, �� z ∈ E′, � E ⊂ E′. �

�, E′ ⊂ E. �� E = E′. �
�� 1.2.1 ��, ����� X ������, ������� X ����

����, ���� X �	���������, ������		�� X .

� 1.2.1 � R
2 ����� R ��: � p1(x1, y1), p2(x2, y2) ∈ R

2,

p1Rp2 ⇔
√
x2

1 + y2
1 =

√
x2

2 + y2
2 ,

��	����

��, � R � R
2 ������. �����������,

��������
���.

�� 1.2.1 
 R � X ������, �� {[x] : x ∈ X} ���� X ��

R���,�� X/R. �� p : X → X/R��� p(x) = [x], x ∈ X ,������.

	�, p ���.

�������. 
 R ��� X ����. �� R �	
� (P1) ∼ (P3), �

� R � X ������,

(P1) ���: 	
 x ∈ X , � xRx;

(P2) ���: � xRy � yRx, � x = y;

(P3) ���: � xRy � yRz,� xRz.

�� “�” �	����. X 
����������, �� (X, �).

�	
�� X ,��� P(X)����� R��: � A, B ∈ P(X), ARB ⇔
A ⊂ B, � R � P(X) ������, ������.


 R ��� X ����. �� R �	
� (T1) ∼ (T3), �� R � X ��

����, ������,

(T1) ����: �	
 x, y ∈ X � x �= y, � xRy � yRx;

(T2) ����: X ��� x, �
 xRx ��;

(T3) ���: � xRy � yRz, � xRz.

�� “<” �	����. X 
����������, �� (X, <).
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������, (T1) �� xRy � yRx �	����, ��� (T3) �
 xRx,

�� (T2)
�. � (T3)
��, (T1)� (T2)��������: �	
 x, y ∈ X ,

�����������: xRy, x = y, yRx.


 < ��� X ������, � “� x < y, � x = y” ��� “x � y” �	;

“x < y” 	�� “y > x” �	; � “x < y < z” �	 “x < y � y < z”. ��, �

a, b ∈ X � a < b, ��� {x ∈ X : a < x < b} = (a, b), �� X �����. ��

(a, b) = ∅, �� a � b �����, b � a �����.

���������	�� “��” ��? 
 X,Y ����, �	����

�� |X | = m, |Y | = n. �� m � n ⇔ ��� X � Y ����; �� m � n,

� m �= n, ��� m < n. � Cantor-Bernstein �� (	�� 1.1.6), � m � n �

n � m, � m = n. �	
���� n, � n < ℵ0 < c.

� 1.2.2 (1) ��� R ���� “<” (����	 x < y ���� (x, y) �

����) �����, �������������.

(2) R ���� R ���: � x, y ∈ R,

xRy ⇔ x2 < y2, � x2 = y2 � x < y,

�� “<” � (1) ������������, � R � R ������.


 (A,<A), (B,<B) �����. ������ f : A→ B �	:

� a1, a2 ∈ A, 	 a1 <A a2 �, � f(a1) <B f(a2),

�� A� B ������,�� f ������. ���� A, A ���� o(A)

�	. �
, o(A) = o(B) 	��	�� A � B ������.

�, R����� A = {0}∪ (1, 2)� B = [0, 1)�������������

��. ���,� f(0) = 0,�	 x ∈ (1, 2)�, f(x) = x−1������ f : A→ B

�����.

�� 1.2.2 
 (A,<A), (B,<B) �����. � a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B, ��

(a1, b1) < (a2, b2) ⇔ a1 <A a2, � a1 = a2 � b1 <B b2.

��, < � A×B ������, �� A×B �������, �����.

� 1.2.3 ������������� [0, 1)����� Z+,

 Z+×[0, 1)

���, � Z+ × [0, 1) ������ [0,+∞) ������. ���, ��

f : Z+ × [0, 1) → [0,+∞)

���

f(n, t) = n+ t− 1, (n, t) ∈ Z+ × [0, 1),
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� f �����. ��������� [0, 1)×Z+ �������,������

��������, 	� 1.2.1.

� 1.2.1

������, ���� “�
��
”, �	
���	�������
.


 (X, �) ����, Y ⊂ X . �� b ∈ Y �� y ∈ Y �
 b � y, � b = y, �

�� b � Y ����; �� a ∈ Y �� y ∈ Y �
 a � y, � a = y, ��� a �

Y ����.


 (X, <) ����, Y ⊂ X . �� b ∈ Y ��	
 y ∈ Y , � y � b, �� b �

Y ����; �� a ∈ Y ��	
 y ∈ Y , � a � y, �� a � Y ����; ��

�� b ∈ X , �	
 y ∈ Y , � y � b, �� b � Y ���, 
 X ��� Y ���

����;�� Y ������������,������� Y ����,��

supY . ��
, ������ Y ������������� inf Y ���.

��, ���������
���
��������; ��������

��������, 	��������. ������ Y ��
� (�
�) �

��� Y , 	����� Y , �� Y ��
� (�
�) �� Y , ��	� Y ��

�� (���).

�� 1.2.3 
 (X, <) ����. � X ������ (���) �����

���
� (�
�), �� X ������� (�����).

	�, ������������ A = (a, b) (a, b ∈ R � a < b) ��
��


��
��
, 
�� B = (−1, 0) ∪ (0, 1) 
����
��
, 	����


��
.

����� Z+ ������������
: �����������, 	


�������	
�	�����.

�� 1.2.4 
 (X, <) ����. �� X ������������, ��

X ����.

��� R ����������	��, �� R ����� Z �����.
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�� [a, b] ⊂ R (a < b) �������	��	��. 	�, 	��������

�	��.

� 1.2.4 �����, �� {0, 1} × Z+, Z+ × Z+ ��	��.

�����, �� {0, 1} × Z+ �������

a1, a2, a3, · · · , b1, b2, b3, · · · ,

�� an = (0, n), bn = (1, n), n ∈ Z+ � an < an+1, bm < bm+1, an < bm, n,m ∈
Z+.

� {0, 1} × Z+ �	
���� X , �� X ∩ {a1, a2, a3, · · · } �= ∅, � X �

����� an0 ; �� X ∩ {a1, a2, a3, · · · } = ∅, � X ������ bm0 . �
,

{0, 1} × Z+ �	��.

��, 
 X ��� Z+ × Z+ �	
����. � A = {a ∈ Z+ : (a, b) ∈ X},
� A � Z+ �����, ����� a0. � B = {b ∈ Z+ : (a0, b) ∈ X}, � B �

Z+ �����, ����� b0. ��������, (a0, b0) � X ����. ��,

Z+ × Z+ 	�	��.

��
, ��	�����������	��.

� 1.2.5 ��� Z+ �� Z
ω
+ �������	��.

Z
ω
+ ��������: 	
 (a1, a2, · · · ), (b1, b2, · · · ) ∈ Z

ω
+,

(a1, a2, · · · ) < (b1, b2, · · · ) ⇔ a1 < b1 � ∃ n > 1, 	 i < n � ai = bi, � an < bn.


 X � Z
ω
+ ��� x = (1, · · · , 1, 2, 1, · · · , 1, · · · ) ������, �� x ��

������ 2, ���� 1. ��, X �����.

� 1.2.5 ��, �� Z
ω
+ �����������	���. �������

����������,����	��
?�����	������	���

���.

�� 1.2.1 (����) � X �����, ��� X ������, � X �

�	��.

����� 1904 �, E. Zermelo (�, 1871∼1953) ���, ��� Zermelo 	

���, �����
��������
	
, ��������������

	�, �� 20 �� 20 �	����� ZFC �����. 	���������

������, �� 1.3 �������������.

�� X ������, � X ��	��, �� X ����. ��, 	���

	����: ������	�	.
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������, ��	�	���
�����. ������� X , 	
�

� f : X → {1, 2, · · · , n} 	��� X ������, � X ���� {1, 2, · · · , n}
�����.

	���������. 
 X,Y ������, ���������, ��

o(X) = o(Y ) ⇒ |X | = |Y |. ��, ���������
����. ��	���

�������������, ������; �� (�����������) �

	����������� (�����������������). ����

Z+ ������	��, �� o(Z+) � ω. ω �������.

��������� “��”, �
��������. 
 X ����. ��

α ∈ X , �� Sα = {x ∈ X : x < α} �� X � α 
��. ���� α, β � “��”

����: 
 o(X) = α, o(Y ) = β, �� α < β ⇔ �� y0 ∈ Y , � X � Y � y0


�� Sy0 = {y ∈ Y : y < y0} �����. �
, 0 �����, ω ������

�� (	�� 1.2.6). ����, �������� < �	�� [1].

��	����
: ������	��. ������ “��” ����	

��.

�� 1.2.2 ������	��, ��������.

�� 
 X �	
������	��. � Y = {α ∈ X : Sα ����� }.
� Y = ∅, � Y �������. � Y �= ∅, �� X �	��, �� Y ����,

�� Ω. ��, SΩ �����	��, ����������. �
��� 1.2.2�����	�������� ω1,� ω1 ���������.

����� [0, ω1) �����������. �	
 α ∈ [0, ω1), [0, ω1) � α 


�� Sα = [0, α).

�� 1.2.1 �� A � [0, ω1) �����, � A � [0, ω1) ����.

�� ��� α ∈ A, [0, α) ����, �� B =
⋃

α∈A

[0, α) 	����. ��

[0, ω1) �����, �� B �= [0, ω1). 
 β ∈ [0, ω1) − B, � β � A ���. ��

�, ���� α ∈ A, � β < α, � β ∈ [0, α) ⊂ B, �� β ���
�. �

� � 1.2

1.2.1 
 f : X → Y ����. � X ����� R ��: � x1, x2 ∈ X, x1Rx2 ⇔
f(x1) = f(x2). ��:

(1) R � X ������;

(2) ���� X/R � Y 	����.

1.2.2 ������� [0, 1] = {x : 0 � x � 1} � [0, 1) = {x : 0 � x < 1}, �����
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�������
��
�?

[0, 1] × [0, 1], [0, 1] × [0, 1), [0, 1) × [0, 1].

1.2.3 
 (X, <) ����. ��: X ���
��
	��	 X ��
��
.

1.2.4 ��: 	
	�����
��
.

1.2.5 ��: 	�����������	��.

1.2.6 ��: ω ��������.

1.2.7 �������	�� [0, ω1) ����
:

(1) [0, ω1) �����;

(2) �	
 α < ω1, �� {x : α < x < ω1} �����;

(3) � X0 = {x ∈ [0, ω1) : x ������}, � X0 �����.

1.3 � � � �

����
������������, ����������
.

�� 1.3.1 
 A �����. ��
���:

(1) A ����;

(2) ���� f : Z+ → A;

(3) �� A ���
��	����.

�� (1) ⇒ (2). 
 A ����, �������� f : Z+ → A.

��, �� A �= ∅, �� a1 ∈ A, �� f(1) = a1. �
���� k < n, ���

�� f(k). �� A����,���� A−{f(1), f(2), · · · , f(n− 1)}����,�

� A − {f(1), f(2), · · · , f(n − 1)} ������, �� f(n) �����. ����

�, ��	������ f : Z+ → A. ���� f ���.


 m,n ∈ Z+,m �= n. ��
 m < n, � f(m) ∈ {f(1), f(2), · · · , f(n− 1)}. 

f(n) ∈ A− {f(1), f(2), · · · , f(n− 1)}, �� f(m) �= f(n).

(2) ⇒ (3). 
 f : Z+ → A ���. � an = f(n) ∈ A, n ∈ Z+. �� f ���,

��	 n �= m �, an �= am. � B = f(Z+), 	�� g : A→ A− {a1} ��:

g(x) =

{
f(an+1), x = an ∈ B,

x, x ∈ A−B,

� g ���.

(3) ⇒ (1). 
���� f : A → B, ���� B ��� A ���
��. �

� A ����, � A ����, ���� n ∈ Z+, � A � n ��. � A =

{a1, a2, · · · , an},��	��� i �=j�n �, ai �=aj ,� B={f(a1), f(a2), · · · , f(an)}
	� n ��. �� B � A �
��
�. �
 A ����. �
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�� 1.3.1��: ℵ0 ��������. ����� (1) ⇒ (2) ����, f �

�� “��” 	�������. ����	���
��	�����	�: �

���.

�� 1.3.1 (����) � A ���������������, ����

� C,�
 C � A ��������������, ���� A ∈ A ,�� C ∩A
������.

���������� C ������ A ����� A �������



�. ��������, ������.

�� 1.3.2 � A ����������, ����� c : A → ⋃
A∈A

A �


��� A ∈ A , � c(A) ∈ A.

�� ��� A ∈ A , ���� A′ = {(A, a) : a ∈ A}, � A′ �= ∅. ���

A ′ = {A′ : A ∈ A }, � A ′ �	
������������. ���, 
 A′
1, A

′
2

� A ′ ��������, �� A1, A2 ∈ A � A′
1 = {(A1, a) : a ∈ A1}, A′

2 =

{(A2, a) : a ∈ A2}, �� A1 �= A2, �� A′
1 ∩A′

2 = ∅.

������, ���� C, �� A ′ ��������������.

��� A ∈ A , A′ ∈ A ′, ���� a ∈ A �
 (A, a) ∈ C, �� c(A) = a. �

�, ����� c : A → ⋃
A∈A

A �	�	���. �

�� 1.3.2 ���� c ���� A �����.

������ “	�”, �� “
�	
”. ������ “	��
” ���

��
���
��, � 20 �����������. 1938 �, K. Gödel (�–

�, 1906∼1978)�������������� ZF ������. 1963 �, P. J.

Cohen (�, 1934∼2007)���������	� ZF������. ������

������� ZF ���������	�. �����	��� (�� 1.2.1),

������� Zorn���Hausdorff 
���� Tukey ����������.

		���������	���
 [2] � [3].

�� 1.3.3 (Zorn ��, 1935) ���� X �����������, � X

��
��.

�� 1.3.4 (Hausdorff ����, 1914) � (X, <) ����, � X ���


������.

�� 1.3.1 
 A �����. �� A � A ���	��	 A �����

��� A ���, ���� A ������.

�� 1.3.5 (Tukey ��, 1940) �����������������	�

���
��.
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�� 1.3.1 
 A ����������. � A0 ∈ A , � A ����	 A0

�
��.

� � 1.3

1.3.1 �������������: �	
������ {Xα}α∈J , J �= ∅,����

�
∏

α∈J

Xα �= ∅.

1.3.2 �� f : A→ B ���, ������ h : B → A �
 f ◦ h = iB .

1.3.3 �	����� Zorn ��.

1.3.4 � Zorn �������
�

���� Hamel �.



�2� � � � �

�����������������������. 1914 �, F. Hausdorff

(�, 1868∼1942)��� Grundzüge der Mengenlehre�������������

����. �����, �������, �����������������

����. ����������, ��������������������

��. �����������������, �������������, �

����������������, ��������������.

2.1 � � � �

�����������, �����������, ����������

����������.

�� 2.1.1 	 X �����, τ � X ����. �� τ ������, ��

τ � X ����:

(O1) ∅, X ∈ τ ;

(O2) � A1, A2 ∈ τ , � A1 ∩A2 ∈ τ ;

(O3) � τ1 ⊂ τ , �
⋃

A∈τ1

A ∈ τ .

(X, τ) ������, ��	��������, ��� X �����. τ ���

������ (X, τ) ����.

��� (O2) ���:

(O2′) � Ai ∈ τ, 1 � i � n, �
n⋂

i=1

Ai ∈ τ .

� 2.1.1 �	�������.

	 X �����, τ0 = {∅, X}. ���
, τ0 � X ����, �� X ��

���, (X, τ0) ������. ��	���, ��������, � X ����

� ∅.

��� X , � τ1 = P(X), � τ1 � X ����, �� X �����, (X, τ1)

������. ������, X ��������.

� 2.1.2 	 X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {a, b}}. ���
, τ � X ���

�. ������ (X, τ) ����	��, �������.
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����, ���������, ���������. 	������ X �

����	�� X ���. ��� {∅, X, {a}, {b}}�� X ����, 
����

��� (O3).

� 2.1.3 �����.

	 X �����, �

τ = {∅} ∪ {U ⊂ X : X − U ����}.

�
 τ � X ����.

�	, τ ���� (O1). 	 A1, A2 ∈ τ . �� A1, A2 ��������, �

A1 ∩A2 = ∅ ∈ τ . �� A1, A2 �����,� X −A1 � X −A2 �����,
�

X − (A1 ∩A2) = (X −A1) ∪ (X −A2)

�����. ����, A1 ∩A2 ∈ τ . �� τ ���� (O2).

	 τ1 ⊂ τ . ��	����� A1 ∈ τ1. �� A1 ⊂ ⋃
A∈τ1

A, ��

X −
⋃

A∈τ1

A ⊂ X −A1

����, �
⋃

A∈τ1

A ∈ τ . �� τ ���� (O3).

���
, τ � X ����, ��� X ������, (X, τ)�������.

������	, ��������������.

�� 2.1.2 (�����) 	 τ1 � τ2 ��� X ������. �� τ1 ⊂ τ2,

�� τ2 �� τ1 � τ1 �� τ2. �� τ1 ⊂ τ2 ����	���, �� τ2 ����

τ1 � τ1 ���� τ2.

�� X ���	��������, ����������.

��� X ����� τ1, τ2, �� τ1 ⊂ τ2 � τ2 ⊂ τ1, ���� τ1 � τ2 ��

���. 
�		���� X ���	����, �������. X ����

���������	��.

�������������. ��������
�	�������


����.

�� 2.1.3 	 (X, τ) �����, x ∈ X , U ⊂ X . ������ V ∈ τ ��

x ∈ V ⊂ U , �� U � x ���. �� U ����, �� U � x ����. x ��

������ X ������ x ����.

������, ��
����������, 	����	��
����

��. ��	�� X �, 
 x ∈ X ������, � X ��. ����� X �,

	�
 x ∈ X ��	��� x ����, ���, �
� {x} � x ����.
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�� 2.1.1 ���� X ��� U ���
��
 U �����
���.

�� 	����	�. �
���. �� x ∈ U , ���� 2.1.3, ����

Vx, � x ∈ Vx ⊂ U . ��

U =
⋃

x∈U

{x} ⊂
⋃

x∈U

Vx ⊂ U,


� U =
⋃

x∈U

Vx. ������� (O3), U ���. �

������������.

�� 2.1.2 	 X �����. ��� x ∈ X , 
 Ux � x ����, � Ux

�����:

(N1) X ∈ Ux;

(N2) �� U ∈ Ux, � x ∈ U ;

(N3) �� U ∈ Ux � U ⊂W , � W ∈ Ux;

(N4) �� U, V ∈ Ux, � U ∩ V ∈ Ux;

(N5) �� U ∈ Ux, ��� V ∈ Ux, �� V ⊂ U ���� y ∈ V , � V ∈ Uy .

�� (N1) 
� X ������ x ∈ X , �� X ∈ Ux. (N2) ��	�.

(N3)	 U ∈ Ux,� U ⊂W ,����� V ,�� x ∈ V ⊂ U ,�� x ∈ V ⊂W .


�, W ∈ Ux.

(N4) 	 U, V ∈ Ux, ����� U0 � V0 �� x ∈ U0 ⊂ U � x ∈ V0 ⊂ V . �

����� (O2), U0 ∩ V0 ���� x ∈ U0 ∩ V0 ⊂ U ∩ V . ��, U ∩ V ∈ Ux.

(N5)	 U ∈ Ux,����� V � x ∈ V ⊂ U . �� V ���,���	 2.1.1,

��� y ∈ V , � V ∈ Uy. �
(N1) ��,��� x ∈ X , Ux �= ∅. (N3) ��,�� U ′ � Ux �����, �⋃

U∈U ′
U ∈ Ux.

�� 2.1.1 ������������, ��������������.

�� 2.1.3 	 X �����.����� x ∈ X ��� X ���� Ux, �

��	 2.1.2 ���� (N1) ∼ (N5), ���

τ = {U ⊂ X : �� x ∈ U, �U ∈ Ux}

� X ������������ x ∈ X , ��� Ux �
� x ����� (X, τ)

�����.

�	 2.1.3 �
����	.

���������������� ε-δ 

��
�,���	�����

�����
����������������.
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�� 2.1.4 	 X � Y �������, f : X → Y ���. �� Y ���

�� U �
	 f−1(U)� X ����,�� f ���� X ��� Y �����,

�� f ��.

��� 2.1.4,��

�� 2.1.4 	 X, Y � Z ������, �

(1) ���� iX : X → X ��;

(2) �� f : X → Y ��
��, � f ��;

(3) �� f : X → Y � g : Y → Z ������, � g ◦ f : X → Z ���.

��	 2.1.4�, ���� iX �	�� X �
	�� X 
������.�

����������: ���� iX : (X, τ1) → (X, τ2) ��
��
 τ2 ⊂ τ1.

���
, ����������	������; 
���	����	�

������.

�� 2.1.5 	 X � Y �������, f : X → Y ���, x ∈ X . ��

f(x) ����� U �
	 f−1(U) � x ���, �� f � x ��.

�� 2.1.4 ��� 2.1.5 �������������������, 

�

������� “��” ���, 
�� “�
��” �, ���	�������

�� (	����	 3.1.5).

��� 2.1.5,��

�� 2.1.5 	 X � Y �������, f : X → Y ���, x ∈ X . f � x

��
��
� f(x) ����� U , �� x ��� V �� f(V ) ⊂ U .

���
 x ∈ X ��, ���	 2.1.4 �����. ����	������

�� X �����
 x ∈ X �����.

�� 2.1.6 	 X � Y �������. � f : X → Y ���, � f ��


��
���
 x ∈ X , f �
 x ��.

�� 	��. 	 f ��, x ∈ X . �� U � f(x) ���,����� V ��

f(x) ∈ V ⊂ U . �� f−1(V ) � X ����� x ∈ f−1(V ) ⊂ f−1(U). 
� f−1(U)

� x ���. f � x ��.

���. 	���
 x ∈ X , f � x ��. �� U � Y ����, ����


x ∈ f−1(U), �� f(x) ∈ U , U � f(x) ���, 
� f−1(U) � x ���. ���

	 2.1.1, f−1(U) � X ����. � f ��. �
�� 2.1.6 	 X � Y ������. ���� f : X → Y ���� f ��

���� f−1 : Y → X ���, �� f ��������. ��, ��� X ��

� Y ����.

���
����.

�� 2.1.7 � X, Y � Z ������, �
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(1) ���� iX : X → X ���;

(2) �� f : X → Y ���, � f−1 : Y → X ����;

(3) �� f : X → Y � g : Y → Z ����, � g ◦ f : X → Z ����.

����, � X, Y � Z ������, �� � X � X ��; � �� X �

Y ��, � Y � X ��; � �� X � Y ��� Y � Z ��, � X � Z ��.

��, �����
�����, ����������������.

	 P �
���������. ������ X 
��� P, �� X ��

���������
��� P, ���� P �������������, P

�������. ���

����������
����. ������,

f : X → Y ������� X � Y �����, ������ X � Y ����

����� (	

 2.1.6). 
�, �
������������������

� P, �	������.

��������������

. ����������������

���	����

. � 3 �
����������

.

� � 2.1

2.1.1 ��� n ∈ Z+, � An = {m ∈ Z+ : m � n}. 
�:

τ = {An : n ∈ Z+} ∪ {∅}

����� Z+ ����.

2.1.2 	 X �����. �

τ = {∅} ∪ {U ⊂ X : X − U ����}.

�
: τ � X ����. ��� X ������, (X, τ ) �������.

2.1.3 	 X = {a, b, c}. �

τ1 = {∅,X, {a}, {a, b}}, τ2 = {∅,X, {a}, {b, c}}.

���	� τ1 � τ2 ������, ���	� τ1 � τ2 ������.

2.1.4 	 {τα}α∈J ��� X ������, �� J �= ∅.

(1) 
�:
⋂

α∈J

τα � X ��	��� τα ������;

(2)
⋃

α∈J

τα � X �����?

2.1.5 
��	 2.1.3.

2.1.6 	 X,Y ������, �� f : X → Y ���. 
�: f ���
��
��

� V ⊂ X, V � X ���� ⇔ f(V ) � Y ����. ��: ����� (X, τ1) �����

(X, τ2) ����, �
� τ1 = τ2?
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2.2 �

2.1 ������������������, 	�����
������

� “��”, ���� “��” �������������. ���������

����, ��������
����������������.

�� 2.2.1 	 X �����, B � X ����. �� B ������:

(B1) ��� x ∈ X , �� B ∈ B, � x ∈ B;

(B2)��	 B1, B2 ∈ B,� x ∈ B1∩B2,��� B3 ∈ B,� x ∈ B3 ⊂ B1∩B2,

��� B ��� X ���������, �� B ��� X ������.

�� (B1) ��� X =
⋃

B∈B

B. ���� B ��	����
��� B �,

��� (B2) ��.

����������? �	 2.1.1 �������
. ���� B ���

X ����, �

τ = {U ⊂ X : ��	 x ∈ U, �� B ∈ B, � x ∈ B ⊂ U}, (2.2.1)

� τ � X ���� (���
), ��� B �����, B ���� τ ��.

�
 τ � X ����, � τ ���� 2.1.1 ��� (O1) ∼ (O3).

(O1) �	, ∅ ∈ τ . � (B1), � X ∈ τ .

(O2) 	 U1, U2 ∈ τ . �� x ∈ U1 ∩ U2, ��� B1, B2 ∈ B, � x ∈ B1 ⊂ U1 �

x ∈ B2 ⊂ U2. �� x ∈ B1 ∩B2, �� (B2), �� B3 ∈ B, � x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2, �

� x ∈ B3 ⊂ U1 ∩ U2. 
�, U1 ∩ U2 ∈ τ .

(O3) 	 τ1 ⊂ τ . �� x ∈ ⋃
U∈τ1

U , ��� U ∈ τ1 � x ∈ U . �� τ ���, �

� B ∈ B � x ∈ B ⊂ U , �� x ∈ B ⊂ ⋃
U∈τ1

U . ��,
⋃

U∈τ1

U ∈ τ .

		� B ⊂ τ , � B ���������� (X, τ) ����, ������

���������.

� 2.2.1 � X �����, � B = {{x} : x ∈ X} � X �������.

� 2.2.2 ��� R
2 �, 
 B(p, ε) ��
 p ∈ R

2 ����ε > 0 �����

�� (����). ��

B = {B(p, ε) : p ∈ R
2, ε > 0}

���� 2.2.1������,��� R
2 ���.������ R

2 ������.

����	��������������
��.
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�� 2.2.1 	 X �����.� B � X ��� τ ��,� τ ������

�
� B ����������
���, � τ =
{ ⋃

B∈B′
B : B′ ⊂ B

}
.

�� 
� B ⊂ τ , ����� B′ ⊂ B, �
⋃

B∈B′
B ∈ τ . 	�, �	 U ∈ τ ,

�� B ���� τ ���, ��� x ∈ U , �� Bx ∈ B � x ∈ Bx ⊂ U . ��

U =
⋃

x∈U

Bx. 
 B′ = {Bx : x ∈ U}, � B′ ⊂ B � U =
⋃

B∈B′
B. �

�	 2.2.1 ��, X ����������
��������. �����

�
����������
��. 	��, �������������.

�� 2.2.1 	 (X, τ) �����. � B ⊂ τ , � B � τ ��
��
��

	� U ∈ τ � x ∈ U , �� B ∈ B � x ∈ B ⊂ U .

�� ��
����. ��
� B ���� 2.2.1�����.
� X ∈ τ ,

��	, ��� x ∈ X , �� B ∈ B �� x ∈ B ⊂ X , � (B1) ��. 	 B1, B2 ∈
B, x ∈ B1 ∩ B2. 
� B1, B2 ∈ τ , �� B1 ∩ B2 ∈ τ , ��	, �� B3 ∈ B ��

x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2. 
�, (B2) ��.



� B ������ τ . 	 τ ′ ��� B �����. �� B ⊂ τ � τ �

X ���, ���	 2.2.1 ��� 2.1.1 � (O3), � τ ′ ⊂ τ . ����, 	 U ∈ τ ,

��	, �� x ∈ U , ��� B ∈ B, �� x ∈ B ⊂ U . �� (2.2.1), U ∈ τ ′. 
�

τ ⊂ τ ′. ���� τ ′ = τ . �
��, U ����� X ���
��
��	� x ∈ U , �� B ∈ B ��

x ∈ B ⊂ U .

�����, ���������
���, �	�����������.

�� 2.2.2 	 B � B′ ����� X ��� τ � τ ′ ��. �	����:

(1) τ ′ �� τ , � τ ⊂ τ ′;

(2) �� B ∈ B � x ∈ B, ��� B′ ∈ B′ �� x ∈ B′ ⊂ B.

�� (1) ⇒ (2). 	 τ ′ �� τ . �� x ∈ B ∈ B, � B ∈ τ , �� B ∈ τ ′. ��

B′ ���� τ ′, �� B′ ∈ B′ �� x ∈ B′ ⊂ B.

(2)⇒ (1). 	�� (2) ��. ��� U ∈ τ , 
 x ∈ U . �� B ���� τ , �

� B ∈ B �� x ∈ B ⊂ U . ��� (2), �� B′ ∈ B′ �� x ∈ B′ ⊂ B, ��

x ∈ B′ ⊂ U . ��� B′ ���� τ ′, �� U ∈ τ ′, � τ ⊂ τ ′. �
��, � B ⊂ B′, � τ ⊂ τ ′.

��	 2.2.2 ������������������.

�	�����������
���
�.

� 2.2.3 � B′ ��� R
2 ������� (�����) ��, �����

����������,� B′ � R
2 �����.��	 2.2.2,��������
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�� R
2 ��	��� (	� 2.2.2), 	� 2.2.1.

� 2.2.1

� 2.2.4 ��� R ������.

(1) � B = {(a, b) : a, b ∈ R}, �� (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}, � B ���

� 2.2.1. � B ������� R ������, 
� τ . ���� (R, τ) ��


���� R.

(2) � B1 = {[a, b) : a, b ∈ R}, �� [a, b) = {x ∈ R : a � x < b}, � B1 ���

� 2.2.1. � B1 ������� R��������������,
� τl. ��

�� (R, τl) ��������, ��
� Rl. Rl ��� Sorgenfrey ��.

(3) � B2 = B ∪ {(a, b) −K : a, b ∈ R}, �� K = {1/n : n ∈ Z+}, � B2 ��

�� 2.2.1. � B2 ������� R �� K ��� Smirnov������, 
�

τK . ���� (R, τK) �� Smirnov������, ��
� RK .

��������� τl � K �� τK �����	��� τ , ����� τl

� K �� τK ���� (	

 2.2.2).

(a) ���� τl ����	��� τ . �� (a, b) ∈ B � x ∈ (a, b), � [x, b) ∈
B1 � x ∈ [x, b) ⊂ (a, b). ��	 2.2.2, τl �� τ . ����, � a ∈ [a, b) ∈ B1, �

�� B ��� (x, y), � a ∈ (x, y) ⊂ [a, b). 
�, τl ���� τ .

(b) K �� τK ����	��� τ . 
� B ⊂ B2, ��	 2.2.2, τK �� τ .

����, 
 U = (−1, 1)−K,� 0 ∈ U ∈ B2, ��� B ∈ B � 0 ∈ B ⊂ U . 
�,

τK ���� τ .

(c) ��� f : Rl → R ��� f(x) = x, x ∈ Rl, � f ������, 	 f−1

�����. 
� [0, 1) � Rl ����, ��� R ����.

����	��. 	 (X, <) �
	�. � a, b ∈ X � a < b, 


(a, b) = {x ∈ X : a < x < b},
[a, b] = {x ∈ X : a � x � b},
[a, b) = {x ∈ X : a � x < b},
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(a, b] = {x ∈ X : a < x � b},
������ a � b �����, �� (a, b) �� X ����, [a, b] �� X ��

��, [a, b) � (a, b] �� X ����� �����. 


X ����� (−∞, a) = {x ∈ X : x < a}, (a,+∞) = {x ∈ X : a < x};
X ����� (−∞, a] = {x ∈ X : x � a}, [a,+∞) = {x ∈ X : a � x}.

�� X ���� a0,� (−∞, a) = [a0, a);�� X ���� b0,� (a,+∞) = (a, b0].

�	�	������ R, ������� (��) ��.

� 2.2.5 	����.

	 X �
	����	�����, X ��
�����
����
� B:

(1) X ������ (a, b);

(2) �� X ���� a0, ���� [a0, b) ���;

(3) �� X ���� b0, ���� (a, b0] ���.

���
, B � X �������.� B ��� X ������ X ���

�. 
	� (
	�) 
�	��������� (����).

�� 2.2.4 � (1) �, �� R �	���, �
��� R ��	�	����

�	��.

� 2.2.6 � R
2 = R × R ���	 < ��
	�. 	 x = (x1, x2), y =

(y1, y2) ∈ R
2, �

x < y ⇔ x1 < y1, � x1 = y1, x2 < y2.

(R2, <)�����,�����. �� R
2 ��	������ (x, y)�����

���
���, 	� 2.2.2. ��
, ��

{(x, y) : x = (a1, b1), y = (a1, b2) ∈ R
2, b1 < b2}

�� R
2 �	����.

� 2.2.2

���� X ���� S ���� X , � B � S ��	������
�
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�����, �

B =

{ ⋂
S∈S0

S : S0 � S �����

}
,

�B�X �������.���,
�S ⊂ B,�X =
⋃

S∈S

S,��X =
⋃

B∈B

B,

���� 2.2.1 �� (B1) ��. 	 B1, B2 ∈ B, 


B1 =
n⋂

i=1

S1i, B2 =
m⋂

j=1

S2j , �� S1i, S2j ∈ S , 1 � i � n, 1 � j � m.

��

B1 ∩B2 =

(
n⋂

i=1

S1i

)
∩
⎛
⎝ m⋂

j=1

S2j

⎞
⎠ ∈ B,

�� (B2) ��.

�� 2.2.2 	 X �����, S � X ����. �� X =
⋃

S∈S

S, ���

� S � X ��������; �

B =

{ ⋂
S∈S0

S : S0 � S �����

}
,

�� B ��� X �������� S �����.

�
����, 	�
 S ������
��� B �� X ������,


� B �� X ���� τ . 
�, S ⊂ B ⊂ τ .

��
, ��� R ����

S = {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {(a,+∞) : a ∈ R}

� R�	������.
� R������ (a, b) = (−∞, b)∩ (a,+∞), �� S

�� R ��	���.

������������������.

�� 2.2.3 	 X � Y ������, �� f : X → Y . �	����:

(1) f ��;

(2) Y ��� S , ����� S ∈ S , f−1(S) � X ����;

(3) Y �� B, ����� B ∈ B, f−1(B) � X ����.

�� (1) ⇒ (2). 	 f ��. 
� Y ������ Y ���, �� (2) ��.

(2) ⇒ (3). 	 S � Y ������, �� (2). �

B =

{ ⋂
S∈S0

S : S0 � S �����

}
,
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� B � Y ����. ��� B ∈ B, �� S ����� S0, � B =
⋂

S∈S0

S, 


� f−1(B) =
⋂

S∈S0

f−1(S) � X �������
, �� f−1(B) � X ����.

(3) ⇒ (1). 	 B � Y �����, �� (3). � Y ������ U , ��	

2.2.1, �� B0 ⊂ B �� U =
⋃

B∈B0

B. 
� f−1(U) =
⋃

B∈B0

f−1(B) � X ���

����, �� f−1(U) � X ����. ��
�� f ����. �
�������, ��������.

�� 2.2.3 	 X �����, x ∈ X , 
 Ux � x ����. �� Vx ⊂ Ux

��: ��� U ∈ Ux, �� V ∈ Vx,�� V ⊂ U , �� Vx � x����;
 Vx �

���� X ����, Vx �� x ���������.

� X �������, ���� x ∈ X , Vx = {{x}} � x ����.

��	 2.1.2 ���, ���� X ���� Vx (∀ x ∈ X) ��	��:

(NB1) Vx �= ∅;

(NB2) �� V ∈ Vx, � x ∈ V ;

(NB3) �� U, V ∈ Vx, ��� W ∈ Vx, �� W ⊂ U ∩ V ;

(NB4) �� U ∈ Vx, ���� V , �� x ∈ V ⊂ U ���� y ∈ V , ��

W ∈ Vy � W ⊂ V .

���������	 2.1.3 �������������, �

	X �����.����� x ∈ X���X ���� Vx,���� (NB1)∼
(NB4), ���

Ux = {U ⊂ X : �� V ∈ Vx � V ⊂ U}
���	 2.1.2��� (N1) ∼ (N5). ��	 2.1.3, Ux (∀ x ∈ X)�� X ����.

���� Ux � x ������ Vx � x ����.

��� x ∈ R, �

Vx = {(x− ε, x+ ε) : ε > 0},
� Vx ���� (NB1) ∼ (NB4), �� Vx (∀ x ∈ X) �� R ��	���.

� 2.2.7 Niemytzki ���.

	 L = {(x, y) : y � 0} � R
2 �����. 


L1 = {(x, y) ∈ L : y = 0}, L2 = {(x, y) ∈ L : y > 0}.

��� p ∈ L, �

Vp =

{
{B(p, ε) ∩ L : ε > 0}, p ∈ L2,

{B(p′, ε) ∪ {p} : ε > 0}, p ∈ L1,
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��
 p = (x, 0) ∈ L1 �, p′ = (x, ε), �� B(p′, ε) � L2 �� L1 ���
 p ��

��, 	� 2.2.3. Vp ���� (NB1) ∼ (NB4), � Vp (∀p ∈ L) �� L �����

� Niemytzki �����, 
������������ Niemytzki ���.

� 2.2.3

������������
�������	�.

�� 2.2.4 	 X � Y ������, �� f : X → Y . � x ∈ X , � f �


x ��
��
 f(x) ���� Vf(x), ����	 V ∈ Vf(x), f−1(V ) � x ���.

�� 	 f � x ��,
� f(x)�������� f(x)����,����

��. 	�, 	 Vf(x) � f(x) ����, ���	��. � f(x) ����� U , �

� V ∈ Vf(x) �� V ⊂ U , 
� f−1(V ) ⊂ f−1(U). ��	, f−1(V ) � x ���,

�� f−1(U) �� x ���. ��� f �
 x ��. �

� � 2.2

2.2.1 
���� R ��� τ ��� {(a,+∞) : a ∈ R} ��, �
 τ ����
�

�. ��� R ����� τ 	�������.

2.2.2 
�: R ������ τl � K �� τK ����.

2.2.3 
��� {[a,+∞) : a ∈ R} ∪ {(−∞, b] : b ∈ R} ���� R ��������,

���������
.

2.2.4 
	� X �����
�

S = {(−∞, b) : b ∈ X} ∪ {(a,+∞) : a ∈ X}
� X �	�����.

2.2.5 	 {τα}α∈J ��� X ������, �� J �= ∅. 
�:

(1) ��
⋃

α∈J

τα � X ����� τ ���;

(2) τ � X ��	�� τα ������.

2.2.6 � X = {0, 1} × Z+ 
���	�	��. �� X ���
������.

2.2.7 
�: ���� X ���
 x���� Vx (∀ x ∈ X)
��� (NB1) ∼ (NB4).
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2.3 ��������

�����������������. ����������������

������.

�� 2.3.1 	 X �����, A ⊂ X . �� X − A � X ���, �� A �

X ���.

��	�� X, ∅ � X ���������. ���� (	� 2.1.1) ���

�����������. ����� (	� 2.1.3) ����������. ��

� R (	� 2.2.4 (1)) ����� [a, b], ��� Z ����.

��� 2.3.1, U ⊂ X ���
��
 X − U ���. ��� 2.1.1 � de

Morgan���������, ������������.

�� 2.3.1 � F ����� X ����������, �

(F1) ∅, X ∈ F ;

(F2) �� F1, F2 ∈ F , � F1 ∪ F2 ∈ F ;

(F3) �� F0 ⊂ F � F0 �= ∅, �
⋂

F∈F0

F ∈ F .

	�, ��� X ���� F ���� (F1) ∼ (F3), �

τ = {U ⊂ X : X − U ∈ F},

� τ � X ����, � F ����� (X, τ) ��
����.

������������, �����������	���������

��.

�� 2.3.2 	 X �����, A ⊂ X . �	� A ������
�� A �

��, 
� A, A− � clA, �

A = ∩{F : F � X ���� A ⊂ F}.

���� (F3), � A, B, U ⊂ X ,

(1) A ��	� A �����;

(2) A ⊂ B ⇒ A ⊂ B;

(3) A ��� ⇔ A = A;

(4) U ��� ⇔ X − U = X − U .

���������
�	�
.

�� 2.3.2 	 X �����. � A, B ⊂ X , �

(C1) ∅ = ∅;
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(C2) A ⊂ A;

(C3) A ∪B = A ∪B;

(C4) A = A.

�� (C1) � (C2) ���� 2.3.2 ����. � A ���� (C4) ��.


� A ⊂ A ∪B, � B ⊂ A ∪B, �� A ∪ B ⊂ A ∪B. ����, �� A ∪ B
��	 A ∪B ���, �� A ∪B ⊂ A ∪B. (C3) �
. �
�� (C1) ∼ (C4) �� Kuratowski���������.

�� 2.3.3 	 X �����. � A ⊂ X , x ∈ X , � x ∈ A 
��
 x ��

��� U �� A �
.

�� 	
 x ��� U � A �
, ��	 U ���, �� X − U ��	 A

���, �� X − U ⊃ A, �� x /∈ A. �	�, � x /∈ A, � X −A �
 x ���

� A �
. �
�� 2.3.1 	 A� U ����� X ���
���. �� U � X ���,

� A ∩ U = ∅.

�� ��� x ∈ A ∩U ,� U �
 x ���, ��	 2.3.3, U � A �
, 	

�. �
�� 2.3.3 	 X �����, A ⊂ X, x ∈ X . ��� x ��	�� U , ��

U ∩ (A− {x}) �= ∅, �� x � A ���.

A ����
����� A ���, 
� Ad. A − Ad ��
�� A ��

��.

��	 2.3.3, x ∈ Ad ⇔ x ∈ A− {x}.
	 R����. �� A = (0, 1], K = {1/n : n ∈ Z+},� Ad = [0, 1], Kd = {0},

Z
d = ∅, � Q

d = R.

� 2.3.1 �
	�� [0, ω1] �, ω1 � [0, ω1) ��
, [0, ω1) = [0, ω1].

� ω1� [0, ω1]���	�� U ,�� 2.2.5,�� α < ω1�� ω1 ∈ (α, ω1] ⊂ U .

�� α ����� α+ ∈ (α, ω1] ∩ (0, ω1), �� U ∩ (0, ω1) �= ∅. 
�, ω1 � [0, ω1)

��
, ω1 ∈ [0, ω1). ��, [0, ω1) = [0, ω1].

�� 2.3.4 	 X �����. � A ⊂ X , � A = A ∪Ad.

�� �	, A ⊂ A. 	 x ∈ Ad,��� 2.3.3, x ∈ A− {x} ⊂ A,
� A∪Ad ⊂
A. ����, 	 x /∈ A∪Ad,� A = A−{x}� x /∈ A− {x} = A,�� A ⊂ A∪Ad.

� A = A ∪Ad. �
�� 2.3.2 	 X �����. � A ⊂ X , � A ���
��
 Ad ⊂ A.

�������, ������������.

�� 2.3.5 	 X � Y ������, �� f : X → Y . �	����:

(1) f ��;
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(2) � X ����� A, f(A) ⊂ f(A);

(3) Y ����� F �
	 f−1(F ) � X ����.

�� (1) ⇒ (2). 	 f ��, A ⊂ X . �
� x ∈ A, � f(x) ∈ f(A). 	 U �

f(x) ��	��, ��	 2.1.6 ��� 2.1.5, f−1(U) � x ���. ���	 2.3.3,

f−1(U) ∩A �= ∅. �

 1.1.2 � (1), U ∩ f(A) �= ∅. ��, f(x) ∈ f(A).

(2) ⇒ (3).	 F � Y ���, A = f−1(F ). �
 A���,�
 A ⊂ A. ��,

f(A) = f(f−1(F )) ⊂ F . � (2), f(A) ⊂ f(A) ⊂ F . 
�, A ⊂ f−1(F ) = A.

(3) ⇒ (1).	 U � Y ����,� B = Y −U � Y ����. �� f−1(B) =

f−1(Y −U) = f−1(Y )− f−1(U) = X − f−1(U), ���	, f−1(B) � X ����,

�� f−1(U) � X ����. � f ��. �
������������
���, ��
��������������

�, ����������	�����.

�� 2.3.4 	 X �����, A ⊂ X . �	� A ���������� A

���, 
� A◦, Å � intA, �

A◦ = ∪{U : U � X ���� U ⊂ A}.

���� (O3), � A, B, F ⊂ X ,

(1) A◦ �	� A ������;

(2) A ⊂ B ⇒ A◦ ⊂ B◦;

(3) A ��� ⇔ A = A◦;

(4) F ��� ⇔ X − F = (X − F )◦.

����	�������������.

�� 2.3.6 	 X �����. � A ⊂ X , �

(1) A◦ = X −X −A;

(2) A = X − (X −A)◦.

�� �� X − A ⊂ X −A, �� X − X −A ⊂ X − (X − A) = A. 
�

X − X −A ���, �� X −X −A ⊂ A◦. ����, �� X − A ⊂ X − A◦ �

X −A◦ ���, �� X −A ⊂ X −A◦, �� A◦ ⊂ X −X −A. (1) �
.

� (1), (X −A)◦ = X −X − (X −A) = X −A, �� A = X − (X −A)◦. �
� 2.3.2 ��� R ���	���� R ����������.

���	������,� R���	����
� R���������,

� R ������ {Fn : n ∈ Z+} ��, ���� Fn �	��	����, �	

��	����. �� F ◦
n = ∅, ��	 2.3.6, R − Fn = R, 
��� 2.3.1 ���

2.3.1,� R ����� U , U ∩ (R − Fn) � R �����.
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��� (0, 1) = V1. �� V1 ∩ (R − F1) �����, ����� V2 ���

�� V 2 ⊂ V1 ∩ (R − F1) ���� V2 ������ 1/2. ������, ����

��	 {Vn}n∈Z+ ��:

V n+1 ⊂ Vn ∩ (R − Fn), Vn ������ 1/n, n ∈ Z+.

�� {V n}n∈Z+ � R��
	����,��
 x ∈ ⋂
n∈Z+

V n ⊂ ⋂
n∈Z+

(R−Fn) = ∅,

	�. ���	���� R ����������.

��������������������.

�� 2.3.5 	 X �����, A ⊂ X . �� A ∩X −A ���� A ���,


� ∂A. 
 x ∈ ∂A ���� A ����.

��, ∂A = ∂(X − A) ���. ��	 2.3.3, 
 x ∈ ∂A 
��
� x ��	

�� U , U ��� A ��
�� X −A ��
.

������������, 	�����

 2.3 �.

�� 2.3.7 	 X �����. � A, B ⊂ X , �

(1) ∂A = A−A◦;

(2) A◦ = A− ∂A;

(3) ∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B.

�� (1)��� 2.3.5��	 2.3.6, ∂A = A∩X −A = A∩(X−A◦) = A−A◦.

(2)

A− ∂A = A− (A ∩X −A) = (A−A) ∪ (A−X −A)

= A−X −A = A ∩A◦ = A◦.
(3)

∂(A ∪B) = A ∪B ∩X − (A ∪B) = (A ∪B) ∩ (X −A) ∩ (X −B)

⊂ (A ∪B) ∩ (X −A ∩X −B) ⊂ (A ∩X −A) ∪ (B ∩X −B)
= ∂A ∪ ∂B. �

� � 2.3

2.3.1 
��	 2.3.1.

2.3.2 (�����) 	 X �����. � A, B ⊂ X, 
�:

(1) A ⊂ B ⇒ Ad ⊂ Bd;

(2) (A ∪B)d = Ad ∪ Bd;

(3) (Ad)d ⊂ A ∪Ad.

2.3.3 	 X � Y ������, �� f : X → Y . 
��	����:

(1) f ��;

(2) � Y ����� B, f−1(B) ⊃ f−1(B);
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(3) � Y ����� B, f−1(B◦) ⊂ (f−1(B))◦.

2.3.4 (�����) 	 X �����. � A, B ⊂ X, 
�:

(1) (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦;

(2) (A◦)◦ = A◦.

2.3.5 	 X �����, A ⊂ X, x ∈ X. �� A �
 x ���, �� x � A ���.


�: A◦ = {x ∈ X : x � A ��
}.
2.3.6 	 X �����, A ⊂ X. �
�� A ��	�����? �	 A�����?

2.3.7 (�����) 	 X �����. � A, B ⊂ X, 
�:

(1) A = A ∪ ∂A;

(2) A ���, 
��
 ∂A = A− A, 
��
 A ∩ ∂A = ∅;

(3) A ���, 
��
 ∂A = A− A◦, 
��
 ∂A ⊂ A;

(4) A ��������
��
 ∂A = ∅;

(5) ∂(A ∩B) ⊂ ∂A ∪ ∂B.

2.3.8 	 {Aα}α∈J ����� X ����, �� J �= ∅. ����������. �

����, ������	�� (⊃ � ⊂) ��.

(1)
⋂

α∈J

Aα =
⋂

α∈J

Aα;

(2)
⋃

α∈J

Aα =
⋃

α∈J

Aα;

(3) Aα − Aβ = Aα − Aβ, α, β ∈ J .

2.3.9 ��� A ������:

(1) 	 A ������ X ������;

(2) 	 A ������ (	

 2.1.2) X �������;

(3) 	 A ���� R ���	��.

2.4 � � �

������, �������������, ��������. ����

������������������������������. ���
�

����������������������.

	 Y ����� (X, τ) ���. � τ |Y = {Y ∩ U : U ∈ τ}, ���� Y ��

��.

���,
� ∅ = Y ∩∅, Y = Y ∩X ,�� ∅, Y ∈ τ |Y . �	,�� A, B ∈ τ |Y ,

��� A1, B1 ∈ τ � A = Y ∩A1, B = Y ∩B1, 
� A∩B = Y ∩ (A1 ∩B1) ∈ τ |Y .

��, �� τ0 ⊂ τ |Y , ��	 τ0 �= ∅, ���� A ∈ τ0, �� A′ ∈ τ � A = Y ∩A′.

��
⋃

A∈τ0

A =
⋃

A∈τ0

(Y ∩A′) = Y ∩
( ⋃

A∈τ0

A′
)

∈ τ |Y .
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� Y ⊂ X � U � X ����, � U |Y = {U ∩ Y : U ∈ U } ���� U �

Y ����.

�� 2.4.1 	 Y ����� (X, τ)���,�� τ |Y = {Y ∩U : U ∈ τ}��
Y � (�� τ) �����������, ���� (Y, τ |Y ) ������ (X, τ)

����.

����� X ��� Y , 	�����, 
������ Y �, 
� Y ��

����. �� 2.4.1 ��, ��� Y ���� A �������
��
 A �

X ����� Y �
. � U ⊂ Y , 
�� U � “��” �, ���������

X ����� Y ���.

� A ⊂ Y ⊂ X , ��: A, A◦ � clY A, intYA ���
 A � X � Y ���

����.

�� 2.4.1 	 B ����� X ��. � Y ⊂ X , ��� B|Y = {B ∩ Y :

B ∈ B} � Y ��������.

�� 	 τ � X ���. � B ⊂ τ , B|Y ⊂ τ |Y . 	�	 U ∈ τ |Y � y ∈ U ,

��� U1 ∈ τ , �� U = Y ∩ U1, �� y ∈ U1. ���	 2.2.1, �� B ∈ B ��

y ∈ B ⊂ U1. 
�, B ∩ Y ∈ B|Y � y ∈ B ∩ Y ⊂ U1 ∩ Y = U . 
��	 2.2.1, B|Y
� Y ��. �
�� 2.4.2 	 Y ����� X ����. � F ⊂ Y , �

(1) F � Y ���
��
�� X ���� F1 �� F = F1 ∩ Y ;

(2) clY F = Y ∩ F .

�� (1) 	 τ � X ���. �� F � Y ����, � Y − F ∈ τ |Y . 


��� U1 ∈ τ �� Y − F = Y ∩ U1. � F1 = X − U1, � F1 � X ���, �

F1 ∩ Y = Y ∩ (Y − U1) = F.

	��, 	 X ���� F1 �� F = Y ∩ F1, �� Y − F = Y − (Y ∩ F1) =

Y ∩ (X − F1). 
� X − F1 ∈ τ , �� Y − F ∈ τ |Y , �� F � Y �����.

(2)
� F � X ����,�� F∩Y � Y �	 F ���,�� clY F ⊂ F∩Y .

����, �� clY F � Y ���, �� X ���� F1 � clY F = F1 ∩ Y , ��

F ⊂ clY F ⊂ F1, �� F ⊂ F1, 
� F ∩ Y ⊂ F1 ∩ Y = clY F . � clY F = F ∩ Y . �
�� 2.4.3 	 Y ����� X ����,� Y � X �� (�)�. � U ⊂ Y ,

� U � Y �� (�) �
��
 U � X �� (�) �.

�� �
������, �������, ���
 (	

 2.4.2).

�� U � Y ���, ��	 2.4.2, ��� X ���� U1 �� U = U1 ∩ Y .

�� Y � X ���, �� U � X ���. 	�, �� U � X ���, ��	

2.4.2,� U ∩ Y = U � Y ���. �
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� 2.4.1 	 R����,��� Y ⊂ R. �� 2.2.4� (1)��	 2.4.1, Y �

�������

B|Y = {(a, b) ∩ Y : a, b ∈ R, a < b}.

(1) 
 Y = [0, 1], 
 0 � a, b � 1 �, B|Y ����� ∅, (a, b), (a, 1] � [0, b).

���� (a, 1], � [0, b) � Y ���, 	����� R ���.

��� [0, 1]������������������� [0, 1]������,

� 0, 1 �
�
�� 0 
��, � 1 ���.

B|Y �� Y = [0, 1] � (	�	��) 	���� (	� 2.2.5), ����� R

�������	������. 	����� Y 		
����.

(2)
 Y = [0, 1)∪{2}. 
� {2} = (1, 3)∩Y ,���
� {2}���� Y ��

��. 	�� Y �	����, Y �	����	 2����,�� (a, 2], a ∈ [0, 1),

� (a, 2] = {x ∈ Y : a < x � 2}. � (a, 2] �	� x ∈ Y � x < 2, ���
� {2}
��� Y �	������.

������, 
��	���������, ������, 
��	
�

�������.

� 2.4.2 	 R ����, (−1, 1) ⊂ R 
������. �

f(x) =
x

1 − x2
, x ∈ (−1, 1),

� f : (−1, 1) → R ��� (����
).

�������������������������.

�� 2.4.4 	 X, Y � Z ������, �� f : X → Y .

(1) (�����) �� f ��� Z � X ����, ����� f |Z : Z → Y

��;

(2) (��
�)�� f ��� f(X) ⊂ Z ⊂ Y (Z � Y ����),��� f �


������� g : X → Z ��;

(3) (��
�) �� f ��� Y ⊂ Z (Y � Z ����), ��� f �
��

����� h : X → Z ��;

(4) (����) �� X =
⋃

α∈J

Uα ��: ��� α ∈ J , Uα � X ���, �

f |Uα : Uα → Y ��, � f ��;

(5) (����) �� X = F ∪G ��: F, G �� X ���, � f |F , f |G ��
���, � f ��.

�� (1) 	 U � Y ���, � (f |Z)−1(U) = Z ∩ f−1(U). 
� f ��,

f−1(U) � X ����, �� Z ∩ f−1(U) � Z ����, �� f |Z ��.
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(2)� Z ��� B,�� Z � Y ����,�� Y ��� U �� B = Z ∩U .


� f(X) ⊂ Z, � f−1(U) = f−1(Z ∩ U) = g−1(B). �� f ��, �� f−1(U) �

X ����, �� g−1(B) � X ����, 
� g ��.

(3) � Z ���� U , �� Y � Z ����, U ∩ Y � Y ����. 
�

f : X → Y ��, f−1(U ∩ Y ) = h−1(U) � X ����, �� h : X → Z ��.

(4) 	 V � Y ���	��, ���� α ∈ J, (f |Uα)−1(V ) = f−1(V ) ∩ Uα.


� Uα � X ����� f |Uα ��,��	 2.4.3,�� (f |Uα)−1(V )� X ���

�, �

f−1(V ) = f−1(V ) ∩
(⋃

α∈J

Uα

)
=
⋃
α∈J

(f−1(V ) ∩ Uα),

�� f−1(V ) � X ����. � f ��.

(5) 	 C � Y ����. 
� f |F , f |G �����, �� (f |F )−1(C) �

(f |G)−1(C) ��� F � G ����, ���� X ���. ��

f−1(C) = (F ∩ f−1(C)) ∪ (G ∩ f−1(C)) = (f |F )−1(C) ∪ (f |G)−1(C)

� X ���. ��	 2.3.5, f ��. �
����� X , 
����� i : X → X 
����, ��� X ���� Z,

��	 2.4.4 � (1), ��� j : Z → X �
����. ��
����, �	 2.4.4

� (2) � (3) �����
����
������� g � h �
��� f .

� 2.4.3 �� h : R → R ���

h(x) =

{
x, x < 0,

x2, x � 0.


���� [0,+∞) � (−∞, 0] �, h ������, ����	, �� h ��. �

�

g(x) =

{
x+ 1, x > 0,

x− 1, x � 0

����� g : R → R. 
	������ (0,+∞)� (−∞, 0]�������, 	

g ���. 
� R ��� (−2, 0) �� g �
	 (−1, 0]�� R ����.

�� 2.4.2 	 X, Y ������, �� f : X → Y . ��� X ����

(�) � A, f(A) � Y �� (�) �, �� f �� (�) ��.

��������
������, ��������	.

�� 2.4.5 � f ����� X ����� Y ���,� f ����
��


��� y ∈ Y � X ���	�� U ⊃ f−1(y), �� Y ��� W � y ∈ W �

f−1(W ) ⊂ U .



· 36 · � 2 � � � � �

�� 	 f ����. ��� y ∈ Y � X ���	�� U ⊃ f−1(y), �

W = Y − f(X − U), � W � Y ����, ���	 1.1.1, y ∈W , f−1(W ) ⊂ U .

	�,	 F � X ���,�
 y ∈ Y −f(F ),��	 1.1.1,�� f−1(y) ⊂ X−F .

��	��, �� Y ��� W � y ∈ W � f−1(W ) ⊂ X − F , �� y ����

W ⊂ Y − f(F ). ���	 2.1.1, Y − f(F ) � Y ���, �� f(F ) � Y ����.

�
� 2.4.4 	 I = [0, 1] ��
���, S

1 = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} �

����, ��
� R, R
2 ��	���������. ���� g : I → S

1 �

� 2.4.1

g(x) = (cos 2πx, sin 2πx), x ∈ I.

�� 2.2.2��	 2.4.1, S
1 �
���	

������ S
1 ��.���	 2.4.5,�

�
 g ����, 	� 2.4.1.

� � 2.4

2.4.1 	 X �����. � Z ⊂ Y ⊂ X, � Z ����� Y ������� X ��

������.

2.4.2 	 Y ����� X ����, � Y � X ���. � U ⊂ Y , � U � Y ��

�
��
 U � X ���.

2.4.3 	 I = [0, 1] ⊂ R. � R× R ���	���� I × I ����	. �: I × I ��

	������	�� R × R �������
��?

2.4.4 	 Y ����� X ����, A ⊂ Y . 
�:

(1) A◦ = intY (A) ∩ Y ◦;

(2) ∂Y (A) ⊂ ∂(A), ������������,

�� ∂(A) � ∂Y (A) ���
 A ����� X ���� Y ����.

2.4.5 
�: ������������������.

2.4.6 �: ���	�
 X �
������������
��?

2.4.7 	 X, Y ������, �� f : X → Y . � B ��� X ����, ��� f

���
��
��� B ∈ B, f(B) ��� Y ����. �
����������
�

�?

2.4.8 ���� f : R → [−1, 1] � f(x) = sin x, x ∈ R. ��: �� f : R → [−1, 1] �


���? �
���?

2.4.9 	 (X, <) �
	�, Y ⊂ X. ����	 a, b ∈ Y � a < b, �

(a, b) = {x ∈ X : a < x < b} ⊂ Y,

�� Y � X �����.
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	 X �	����, Y ⊂ X. �� Y � X ����, � Y �	������ X ��

��������.

2.5 ��
��

	 X � Y ������. �

B = {U × V : U, V ��� X, Y ����},

� B ����
� X × Y ���.

���, ��, ��	 (x, y) ∈ X × Y , � (x, y) ∈ X × Y ∈ B. �	, ��

U1 × V1, U2 × V2 ∈ B, �

(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2) × (V1 ∩ V2) ∈ B.

���� 2.2.1, B � X × Y ������.������ X × Y �������

�������.

�� 2.5.1 	 X � Y ������. ��

B = {U × V : U, V ��� X, Y ����}

������ X × Y ������ X × Y �����, X × Y 
�
�����

��.

�� 2.5.1 	 X, Y ������. � B1, B2 ��� X, Y ����, �

��

B = {B1 ×B2 : Bi ∈ Bi, i = 1, 2}

� X × Y �
����.

�� �

	
���	 2.2.1. �	, B �������
�� X × Y �

���. �
�� X × Y ��	�� W � (x, y) ∈ W , �� X ���� U � Y

���� V � (x, y) ∈ U × V ⊂ W . 
� x ∈ U � y ∈ V , ���� B1 ∈ B1 �

B2 ∈ B2 � x ∈ B1 ⊂ U � y ∈ B2 ⊂ V , �� (x, y) ∈ B1 × B2 ⊂ U × V ⊂ W . 


�, B � X × Y ����. �
� 2.5.1 	 R

2 = R × R ���� R �
��, 	�����������,

�������������. ��	 2.5.1,
���� (a, b)× (c, d)�
���

�� R
2 ��. �� 2.2.3,	������� R

2 ��	���.
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��� 1.1 ���������
�������� π1 : X × Y → X �

π2 : X × Y → Y . ��, ����� U ⊂ X, V ⊂ Y , �

π−1
1 (U) = U × Y, π−1

2 (V ) = X × V, π−1
1 (U) ∩ π−1

2 (V ) = U × V.

�� 2.5.2 � X � Y ������,��� π1, π2 ����������.

�� ��, π1, π2 ��������. �
 π1 ����, ��
� X × Y

���� U × V � π1 ��	� X ���� (	

 2.4.7). 
� π1(U × V ) = U ,

�� π1 ����. �	, π2 ����. �
� 2.5.2 ���������.

	 R
2 = R × R 
�
��. π1 : R

2 → R ������������. ��

A = {(x, y) ∈ R
2 : xy = 1}

� R
2 ����, 	 π1(A) = R − {0} �� R ����.

�������
��������, 
�����
��������

��.

�� 2.5.3 � X � Y ������, ���

S = {π−1
1 (U) : U � X ����} ∪ {π−1

2 (V ) : V � Y ����}

� X × Y �
�����.

�� 	 τ �X×Y �
��.
� π−1
1 (X) = X×Y ,��� 2.2.2, S �X×Y

����� τ ′���.� U � V ���X � Y ����,� π−1
1 (U), π−1

2 (V ) ∈ τ ,

�� S ������
��	��� τ ���, 
� τ ′ ⊂ τ . ����, �� τ

������ U × V = π−1
1 (U) ∩ π−1

2 (V ) ∈ τ ′, �� τ ⊂ τ ′. �
�� 2.5.4 � X , Y � Z ������, ��� f : Z → X × Y ��
��



��� π1 ◦ f : Z → X � π2 ◦ f : Z → Y ���.

�� �� f ��,���	 2.5.2,��
��� π1 ◦ f, π2 ◦ f ���.	�,

���
��� π1 ◦ f � π2 ◦ f ���, ��	 2.5.3, �� X × Y ������

π−1
1 (U), π−1

2 (V ) ���, �� U, V ��� X � Y ����, �

f−1(π−1
1 (U)) = (π1 ◦ f)−1(U), f−1(π−1

2 (V )) = (π2 ◦ f)−1(V )

�� Z ����. ���	 2.2.3, f ��. �
��
�	�, f ����
�����, ��
 f1 = π1 ◦ f , f2 = π2 ◦ f , �

��� z ∈ Z, f(z) = (f1(z), f2(z)), �� f1, f2 ���� f �����. ���	

2.5.4 ��
�: ��
���������
��
������������.
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� 2.5.3 	�� [0, 1) ��
�� S
1 = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 = 1} ����
�� R �	��� R

2 ����. ���� f : [0, 1) → S
1 �

f(t) = (cos 2πt, sin 2πt), t ∈ [0, 1).


� f ������������,���	 2.5.4, f ������. 	 f ���

��.
���, � U = [0, 1/4), � U � [0, 1)

����. � f ����, �� f(U) � S
1

����. 
� f(0) = (1, 0) ∈ f(U), ��

f(U) �		�
 f(0) �����	, 	�,

	� 2.5.1.
� 2.5.1

������
����������
��, ��
���
�	���

���
�. �
���, �����������
��, �� (Xi, τi)( i =

1, 2, · · · , n) ��������, �

B =

{
n∏

i=1

Ui : Ui ∈ τi, i = 1, 2, · · · , n
}
,

� B ����
�
n∏

i=1

Xi �����.����
n∏

i=1

Xi ������
n∏

i=1

Xi ��

���,
n∏

i=1

Xi 
�
�������, B ����
������������,

�� Xi ��
�������. ��, �
������������� (	�

	 2.5.1∼ �	 2.5.4),�
���
.

� � 2.5

2.5.1 ��� 2.5.1 �, �� B �
�
�� X × Y ����?

2.5.2 � X, Y � Z ������, 
�:

(1) 
�� X × Y ���
�� Y ×X;

(2) �� y ∈ Y , ����� X ���
�� X × Y ���� X × {y};
(3) 
�� X × Y × Z ���
�� (X × Y ) × Z.

2.5.3 	 X, Y ������. � A ⊂ X, B ⊂ Y , ��
�� X × Y �,

(1) A×B = A×B;

(2) (A×B)◦ = A◦ ×B◦.

2.5.4 	 L ���������, ��
 L ����
�� Rl × R � Rl × Rl ���

���.
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2.5.5 
� R × R ����	��� Rd × R �
��������, �� Rd �
�

�� R 
��������. ����
��� R
2 �	������.

2.5.6 	 I = [0, 1]. ��� I × I �
��, I × I ���	��, I × I �� R
2 ��	

��������.

2.6 � � �

�������� X, Y ��� f : X → Y , ��� 2.1.4 ���� f ���

�. ��������� (X, τ) ��� Y ���� f ,
 Y 
��	���, f �

���, 	 Y ������	���. � Y �
��� f ����������

��?�� f ���	����
 U � Y �����,
	 f−1(U)� X ���

�. �

τ ′ = {U ⊂ Y : f−1(U) ∈ τ},

� τ ′ ��� Y ����.

���, �� (O1) �	��.

	 A, B ∈ τ ′, � f−1(A), f−1(B) ∈ τ . ��

f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B) ∈ τ,

�� A ∩B ∈ τ ′. 
�, (O2) ��.

	 τ ′0 ⊂ τ ′, ��	 τ ′0 �= ∅, ��� A ∈ τ ′0, � f−1(A) ∈ τ . 
�

f−1

⎛
⎝ ⋃

A∈τ ′
0

A

⎞
⎠ =

⋃
A∈τ ′

0

f−1(A) ∈ τ,

��
⋃

A∈τ ′
0

A ∈ τ ′, � (O3) ���.


� τ ′ � Y ����, ���
��.

�� 2.6.1 	 (X, τ) �����, Y �����, �� f : X → Y ���.

��

τ ′ = {U ⊂ Y : f−1(U) ∈ τ}

�� Y � (����� f �) ���, ���� (Y, τ ′) �� (����� f �) �

��, �� f : (X, τ) → (Y, τ ′) �����.
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����������������. 	 R����, Y = {1, 2, 3}, f : R → Y

���

f(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1, x > 0,

2, x = 0,

3, x < 0,

� f ���. Y ���� f ���� τ = {∅, {1}, {3}, {1, 3}, Y }.
�
�	��, ������������� Y ������.

�� 2.6.1 	 (X, τ) �����, Y �����. ��� f : X → Y ���,

� Y ������ f ��������.

�� � τ ′ = {U ⊂ Y : f−1(U) ∈ τ} � Y ����. � U ∈ τ ′, f−1(U) ∈ τ ,

�� f : (X, τ) → (Y, τ ′) ��. � τ ′′ � Y ������ f : (X, τ) → (Y, τ ′′) ��

��, �� U ∈ τ ′′, � f ����, f−1(U) ∈ τ , �� U ∈ τ ′. �� τ ′′ ⊂ τ ′. � τ ′

� Y �� f ��������. �
����������. ��� 2.6.1���� Y 
��	�� τ0,� f : R →

(Y, τ0)�������,	�����. ����� X � Y , 
�� f : X → Y �

�������, ���� f ����? ������	 f ���������

��?

�� 2.6.2 	 X � Y ������. � f : X → Y �������, �

(1) f ����
��
� Y ��� F , � f−1(F ) � X ��� (��), ��

F � Y ��� (��);

(2) � f �� (�) ��, � f ����.

�� (1) �
�������. 	 f ����. �� F ⊂ Y �� f−1(F ) �

X ���, � f−1(Y − F ) = X − f−1(F ) � X ���. 
� Y 
����, ��

Y − F � Y ���, �� F � Y ���.

	�, 	 U � Y ��������, � f−1(U) � X ����, �� X −
f−1(U) = f−1(Y − U) � X ����. ��	, Y − U � Y ���, �� U � Y

���. 
�, Y ������ Y ����. ���	 2.6.1, Y ��������

�, � f ����.

(2) 	 f �� (�) ��. � f−1(F ) � X ��� (��), � F = f(f−1(F ))

� Y ��� (�) �. � (1), f ����. �
�����������������	 2.6.2, ��
�����	 (	



2.6.1).

�� 2.6.3 	 X, Y ������, �� f : X → Y ������. �
�

���:
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(1) f �����;

(2) f ����;

(3) f ����;

(4) f ����.

���
��
����. �	����
�
�� (	

 2.6.2).

�� 2.6.4 ����
�������.

�� 2.6.5 	 X, Y � Z ������. �� f : X → Y ����, g : Y →
Z ���, �

(1) g ��
��
 g ◦ f : X → Z ��;

(2) g ����
��
 g ◦ f : X → Z ����.

�� (1) �� g ��, �
�������, g ◦ f ��. 	�, 	
���

g ◦ f ��. � Z ���	�� W , (g ◦ f)−1(W ) = f−1(g−1(W )) � X ����.


� f ����, �� g−1(W ) � Y ����, �� g ��.

(2) 	 g ����, �� (1) ��	 2.6.4, g ◦ f ����. 	�, 	 g ◦ f ��
��, � g 	����� (1), g ��. 	 V � Z ���, � g−1(V ) � Y ���

�. �� f ��,�� f−1(g−1(V )) = (g ◦ f)−1(V )� X ����,
� g ◦ f ��
��, V � Z ����. ���	 2.6.2, g ����. �
����������������
����������������.

�������	���������� (	�� 1.2.1), ���������	

��
����.

�� 2.6.2 	 (X, τ) �����, R � X ������. �� X/R � (�

���	�� p) ���� τR �� X/R � (������� R) ����. ��

�� (X/R, τR) ������ (X, τ) (������� R) ����.

	 X �����, R � X ������.	�����,
���� X/R�

������, �� X/R ������������, ��	�� p : X → X/R

����. ������������� 2.6.1 ����������, ����

�������. �
�	�������������.

�� 2.6.1 	 X, Y � Z ������, p : X → Y ����, g : X → Z �

����. ����� y ∈ Y , g(p−1(y)) ��
�, �

(1) g ������ f : Y → Z, ���� f ◦ p = g;

(2) f ����
��
 g ����.

�� ��� y ∈ Y , 
��� g(p−1(y)) � Z ���
�, 
 g(p−1(y)) =

{f(y)}. ������� f : Y → Z � f ◦ p = g, 	� 2.6.1. ��	 2.6.5, (1) �

(2) ��. �
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����� g : X → Z, � X ����� Rg ��: � x1, x2 ∈ X ,

x1Rgx2 ⇔ g(x1) = g(x2),

� Rg � X ������ (	

 1.2.1). ��, ���	�� p : X → X/Rg �

x ∈ X , p−1([x]) = g−1(g(x)), � X/Rg = {g−1(z) : z ∈ Z}.

� 2.6.1

�� 2.6.6 	 X � Z ������. �� g : X → Z ����, ����

X/Rg � Z ��.

�� ��� [x] ∈ X/Rg, g(p−1([x])) = {g(x)} � Z ���
�. ��	

2.6.1, g ����� f : X/Rg → Z, �� f ◦ p = g, 	� 2.6.1. ��� x ∈ X , �

f([x]) = g(x), �� f ���, �� f ��� (	�	 2.6.3). �
� 2.6.1 	 I = [0, 1] ��
���. � I ������ R ���

� x, y ∈ I, xRy ⇔ x = y � x, y ∈ {0, 1},
���� I/R ����
�� S

1.

���� g : I → S
1 �

g(x) = (cos 2πx, sin 2πx), x ∈ I.

�� 2.4.4 ��	 2.6.2, g ����. ��, I/R = {g−1(p) : p ∈ S
1}. ��	 2.6.6,

I/R � S
1 ��.

��������������.

� 2.6.2 
 I2 = [0, 1] × [0, 1] ��
���.

(1) �� I2 ������ R �: � p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ I2,

p1Rp2 ⇔

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

p1 = p2,

�� t ∈ I, �� p1, p2 ∈ {(0, t), (1, t)},
�� t ∈ I, �� p1, p2 ∈ {(t, 0), (t, 1)}.
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��, {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}������. ��� I2/R����,	� 2.6.2.

� 2.6.2 
�

(2) �� I2 ������ R �: � p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ I2,

p1Rp2 ⇔ p1 = p2, ��� t ∈ I, �� p1, p2 ∈ {(0, t), (1, 1 − t)}.

��� I2/R �� Möbius �, 	� 2.6.3.

� 2.6.3 Möbius 


(3) �� I2 ������ R �: � p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ I2,

p1Rp2 ⇔

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

p1 = p2, �

�� t ∈ I, �� p1, p2 ∈ {(0, t), (1, t)}, �
�� t ∈ I, �� p1, p2 ∈ {(t, 0), (1 − t, 1)}.

��� I2/R �� Klein �, 	� 2.6.4.

� 2.6.4 Klein 	

� � 2.6

2.6.1 
��	 2.6.3.
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2.6.2 	 X, Y � Z ������. �� f : X → Y � g : Y → Z �����, �


��� g ◦ f : X → Z ����.

2.6.3 ���� f : R → S
1 �

f(x) = (cos 2πx, sin 2πx), x ∈ R.


�: f ����.

2.6.4 	 X �����, A � X ������. � X ������� R: � A ��


����, X − A ����
����. 
�: �	�� p : X → X/R ����. �
�

�� X/R ��� A ����
��� X ����.

2.6.5 	 π1 : R
2 → R ������������. �

A = {(x, y) ∈ R
2 : x � 0 �	 y = 0},

� A 
�	��� R
2 ������. 
�: ���� q = π1|A : A → R �������

��.

2.6.6 ����� (X, τ ), �� Y ��� f : X → Y , �

τ ′ = {U ⊂ Y : f−1(U) ∈ τ}.

����� τ ′ ���.



�3� ���������

���������������������, �����������

����������, �����������������������, �

�������������. ���������������������

�����,��������������������,��� Tietze���

��Urysohn ������, ������������.

3.1 � � � �

��������������, ��	�������, �����
��

�����������. ���	����, �����������; ���

�����������	
�.

�� 3.1.1 
 X �����. ������ d : X × X → R, ��
��

x, y, z ∈ X ��

(M1) ���: d(x, y) � 0, � d(x, y) = 0 ���� x = y;

(M2) 
��: d(x, y) = d(y, x);

(M3) �����: d(x, z) � d(x, y) + d(y, z),

�� d � X ����, d(x, y) ��� x �� y �����. (X, d) ������,

��������, ������� X . �	 (M1) ∼ (M3) ������.

����� (X, d) �, 
 x ∈ X , ε > 0, 


Bd(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε},

�� (X, d) �� x ���� ε ����, ��������, �
� B(x, ε).

�� 3.1.1 � (X, d)�����, ��� B = {B(x, ε) : x ∈ X, ε > 0}� X

�������.

�� (1) ��� x ∈ X , ε > 0, � x ∈ B(x, ε).

(2) ��� B1, B2 ∈ B, �� x1, x2 ∈ X � ε1 > 0, ε2 > 0 �� B1 =

B(x1, ε1), B2 = B(x2, ε2). �� y ∈ B1 ∩B2, �

ε = min{ε1 − d(x1, y), ε2 − d(x2, y)} > 0,
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�
�� z ∈ B(y, ε), �

d(x1, z) � d(x1, y) + d(y, z) < d(x1, y) + ε � ε1.

�� z ∈ B(x1, ε1), � B(y, ε) ⊂ B(x1, ε1), �� 3.1.1.

��, B(y, ε) ⊂ B(x2, ε2). ��

y ∈ B(y, ε) ⊂ B(x1, ε1) ∩B(x2, ε2) = B1 ∩B2.

���	 2.2.1, B � X �������. �
� 3.1.1

�� 3.1.2 
 (X, d) �����. �� B = {B(x, ε) : x ∈ X, ε > 0} 
��
X ��������� d �������, 
� τd.

��,���������. ��� 3.1.1	��� (2), � y ∈ B(x, ε), ���

δ > 0 �� B(y, δ) ⊂ B(x, ε). ���� 2.2.1, ���� (X, d) ��� U ∈ τd ��

��
�� y ∈ U , �� ε > 0, �� B(y, ε) ⊂ U .

� 3.1.1 �	����.


 X �����. d : X ×X → R �	�

d(x, y) =

{
0, x = y,

1, x �= y.

d � X ����. ����� X ������	��.


�� x ∈ X , �� ε > 0, �� ε > 1, � B(x, ε) = X ; �� ε � 1, �

B(x, ε) = {x}. ��, � B = {B(x, ε) : x ∈ X, ε > 0}
�� X ������	�

�. 	 (X, d) ���������.

� 3.1.2 R �����.

��� R ������ d : R × R → R �	�

d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R.

d � R ����. ����� R ��������� (�� 2.2.4 (1)).

���, R ��� x ���� ε ���� B(x, ε) = (x− ε, x+ ε) �����

��	 (a, b) ����.

�� 3.1.2 
 X �����. �� d, d′ � X ��	���, ����� τd′

�� τd ����
�� x ∈ X ��� ε > 0,�� δ > 0,�� Bd′(x, δ) ⊂ Bd(x, ε).

�� ���. 
 τd′ �� τd. 
 τd ������	 Bd(x, ε) (x ∈ X, ε > 0),

�� x ∈ Bd(x, ε) ∈ τd′ , ���� δ > 0, �� Bd′(x, δ) ⊂ Bd(x, ε).
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���. 
 B � τd ������	� x ∈ B, �� ε > 0 �� x ∈ Bd(x, ε) ⊂
B. ��
�	, ��� δ > 0 � x ∈ Bd′(x, δ) ⊂ Bd(x, ε) ⊂ B. ���� 2.2.2, τd′

�� τd. �
�� 3.1.3 
� n ∈ Z+, 
 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ R

n, ���

‖x‖ =
√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n

�� x ��. 
� x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ R
n, �

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2,

� d : R
n × R

n → R � R
n ���� (��� 3.1.1), d �� R

n ��������,

�����������, (Rn, d) �� n �����, d ��� R
n ������

�����������.

S
n−1 = {x ∈ R

n : ‖x‖ = 1}, B
n = {x ∈ R

n : ‖x‖ � 1}

���� R
n ������������.

�

ρ(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|, · · · , |xn − yn|},

� ρ : R
n × R

n → R �� R
n ���� (��� 3.1.1), ρ �� R

n ������.

���� R �, 	��� d, ρ ����. 
��� R
2, ���� d ��	�


��,���� ρ��	����.�� 2.5.1,����� R
2 ������.�

���, ��������� d � ρ ��� R
n ������.

�� 3.1.3 ����� d����� ρ���� R
n ������ R

n ��

���.

�� � x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ R
n, �

ρ(x, y) � d(x, y) �
√
nρ(x, y).

��, 
 ε > 0, �

Bρ(x, ε/
√
n) ⊂ Bd(x, ε) ⊂ Bρ(x, ε).

���� 3.1.2, � τρ ⊂ τd ⊂ τρ, �� τρ = τd.


 τ � R
n �����, �	 τρ = τ . 
�� x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ R

n �

ε > 0, Bρ(x, ε) =
n∏

i=1

(xi − ε, xi + ε) ∈ τ . ��, τρ ⊂ τ .

����, 
 B � τ ���������� x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ B. 
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B =
n∏

i=1

(ai, bi),�
 1 � i � n,� xi ∈ (ai, bi),���� εi > 0� (xi−εi, xi+εi) ⊂

(ai, bi). 
 ε = min{εi : 1 � i � n}, ��

x ∈ Bρ(x, ε) ⊂
n∏

i=1

(xi − εi, xi + εi) ⊂ B.

��� 2.2.2, τ ⊂ τρ. ��� τρ = τ . �
�� 3.1.3 ��, ���������������������.

�� 3.1.4 
 (X, d) �����. � A ⊂ X , � d|A×A � A ����� A

�� d|A×A ����������� X �� d ��������������

���.

�� 
 d′ = d|A×A. ����� x, y ∈ A, � d′(x, y) = d(x, y), �� d′ ��

�	 3.1.1 � (M1) ∼ (M3), �� d′ � A ����.


�� x ∈ A ���� ε > 0, � d′ ��� A ��������	���

Bd′(x, ε); A��X �� d���������������	��� Bd(x, ε)∩A.



, Bd′(x, ε) = Bd(x, ε) ∩A, ��	������. �
�� 3.1.4 �� (A, d|A×A) ������ (X, d) ������.

���������������	
�.

�� 3.1.5 
 (X, dX), (Y, dY ) ������. ��� f : X → Y , � f ��

����
��� x ∈ X � ε > 0, �� δ > 0, �� f(BdX (x, δ)) ⊂ BdY (f(x), ε).

�� ���. 
 f ��. 
��� x ∈ X � ε > 0, �� f−1(BdY (f(x), ε))

� X ��
 x ���, �� δ > 0, � BdX (x, δ) ⊂ f−1(BdY (f(x), ε)). ��

f(BdX (x, δ)) ⊂ BdY (f(x), ε).

���. 
��� x ∈ X , {BdY (f(x), ε) : ε > 0} �� f(x) � Y ����.


��� ε > 0, �� δ > 0, �� f(BdX (x, δ)) ⊂ BdY (f(x), ε), � BdX (x, δ) ⊂
f−1(BdY (f(x), ε)), �� f−1(BdY (f(x), ε)) � x ���. ��� 2.2.4, f � x ��.

���� 2.1.6, f ��. �
���� 3.1.5 �� f(BdX (x, δ)) ⊂ BdY (f(x), ε) �
� “� dX(x, y) < δ �,

� dY (f(x), f(y)) < ε”, ������������������� ε-δ 		
�

��.


���� (X, d) � x ∈ X , X ����� A, �

d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}

��� x ��� A ���.

�� 3.1.6 
 (X, d) �����. � A � X �����, ��� d(x,A) �

X ���.
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�� 
��� x, y ∈ X ��� a ∈ A, �

d(x,A) � d(x, a) � d(x, y) + d(y, a),

��

d(x,A) − d(x, y) � d(y,A) = inf{d(y, a) : a ∈ A},

� d(x,A) − d(y,A) � d(x, y). ��, d(y,A) − d(x,A) � d(x, y). ��

|d(x,A) − d(y,A)| � d(x, y).

��� 3.1.5, d(x,A) � X ���. �
�� 3.1.4 
 X �����, {xn} � X ����� x ∈ X . ��
 x ��

��� U , �� m ∈ Z+, ��
�� n > m, � xn ∈ U , ���� {xn} ��� x,

� x ��� {xn} �������. � x ��� {xn} ����	�, 
 xn → x,

� lim
n→∞xn = x.

�����, �����	
���	
��������. ��,� X ��


��, � X �������	
�	
� X �����.


���� (X, d) � x ∈ X , {B(x, 1/n) : n ∈ Z+} �� x � X ������

�� (�����	��������), ���������	�������.

���������������	
��.

�� 3.1.5 
 X �����. �� X ������������ d���,

�� X �������.

�� 3.1.1 (����) 
 X �����, A ⊂ X � x ∈ X .

(1) �� A ���	
� x ���, � x ∈ A;

(2) �� x � X �	�������� x ∈ A, � A ��	
� x ���;

(3) �� x ∈ A � A ������	
� x, � X ��������.

�� (1)
 {xn}� A�	
� x���,�
 x����� U ,� U∩A �=∅.

���� 2.3.3, x ∈ A.

(2) 
 {Un}n∈Z+ � x � X ���������. 
�� n ∈ Z+, � Vn =⋂
i�n

Ui,� Vn � x���. �� x ∈ A,��� 2.3.3, Vn ∩A �= ∅. 
� xn ∈ Vn ∩A,

� A ���� {xn} 	
� x.

���, 
 x ����� U , �� m ∈ Z+, �� Um ⊂ U . � n > m �,

xn ∈ Vn ⊂ Vm ⊂ Um ⊂ U , ���� {xn} 	
� x.

(3) ����������	�������, � (2), �� (3) ��	���

����������. �
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� 3.1.3 ���� [0, ω1] �������.

�� 2.3.1, ω1 ∈ [0, ω1). �� [0, ω1] �������, ��� 3.1.1 � (2), �

[0, ω1) ����� {xn} 	
� ω1. ���� {xn : n ∈ Z+} � [0, ω1)�����,

��	� 1.2.1,�� [0, ω1) ���
, ���� b ∈ [0, ω1), ��
��� n ∈ Z+,

� xn � b, � xn /∈ (b, ω1]. ��, �� {xn} �	
� ω1, ��.

������, ��������	
�
��������.

�� 3.1.7 
���� X ����	�������, Y �����. �

�� f : X → Y , � f ������
 X ����	
� x ��� {xn}, ��
{f(xn)} � Y �	
� f(x).

�� ���. 
 f ��, {xn} � X �	
� x ���. � V � f(x) � Y

����,� f−1(V )� x� X ����.���� m ∈ Z+,��� n > m�,�

xn ∈ f−1(V ), �� n > m �, � f(xn) ∈ V . �� {f(xn)} 	
� f(x).

���. �
�	��. ���� 2.3.5, ��	�
�� A ⊂ X , � f(A) ⊂
f(A).


 x ∈ A, ���� 3.1.1 � (2), �� A �	
� x ��� {xn}. ��
,

Y ���� {f(xn)} 	
� f(x). �� f(xn) ∈ f(A), ����� 3.1.1 � (1), �

f(x) ∈ f(A). ��, f(A) ⊂ f(A). �
�� 3.1.6 
 X �����, Y �������, 	�
�� n ∈ Z+, ��

fn : X → Y � f : X → Y . ��
��� ε > 0, �� m ∈ Z+, ��
�� n > m

��� x ∈ X , � d(fn(x), f(x)) < ε, ����� {fn} � X ������ f , �

� {fn} ��	
� f .

�� 3.1.8 (������) 
 {fn} ����� X ������� Y ��

������� f : X → Y . �� {fn} � X ���	
� f , � f ��.

�� 
 d���� Y ������. � V � Y ������,�	 f−1(V )

� X ���. 
 x0 ∈ f−1(V ), � f(x0) ∈ V , �� ε > 0 �� Bd(f(x0), ε) ⊂ V . �

� {fn} ��	
� f , 
�� ε > 0, �� m ∈ Z+, ��
�� n � m ����

x ∈ X , � d(fn(x), f(x)) < ε/3.

�� fm�� x0��,�� x0�X���� U ,�� fm(U) ⊂ Bd(fm(x0), ε/3).

�	 f(U) ⊂ Bd(f(x0), ε). 
��� x ∈ U , �

d(fm(x), f(x)) <
ε

3
, d(fm(x0), fm(x)) <

ε

3
� d(fm(x0), f(x0)) <

ε

3
.

��

d(f(x0), f(x)) � d(f(x0), fm(x0)) + d(fm(x0), fm(x)) + d(fm(x), f(x)) < ε,
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�� f(x) ∈ Bd(f(x0), ε). �� f(U) ⊂ Bd(f(x0), ε) ⊂ V , � U ⊂ f−1(V ). ���

2.1.1, f−1(V ) � X ���. ��	�� f ����. �
�������, �����������������
�����	


�,��������
�����	���,�����
�����	
��.

�����
��	����� (��� 3.1.7).

� � 3.1

3.1.1 �	: �	 3.1.3 �� d, ρ �� R
n ����.

3.1.2 
 x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ R
n, �	

d′(x, y) = |x1 − y1| + · · · + |xn − yn|.

	�: d′ ���� R
n ��������. � n = 2 �, �� d′ ������.

3.1.3 � (X, d) �����, 	�:

d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

� X ����, � d′ � d ��� X ������.

3.1.4 
 A ����� (X, d) �����. 	�: A = {x ∈ X : d(x,A) = 0}.
3.1.5 � R ��	
���, ��� {1/n} �	
�.

3.1.6 	�: ���������.

3.1.7 
�		�������������
�����	
��.

3.2 � � �

�������
����������, ������������ [a, b]

����. ������	������������������������

���������
�. �����������������������	

������������.

�� 3.2.1 
 X �����. A, B ⊂ X . �� A ∩B = ∅ � A ∩B = ∅, �

� A � B ��
���.

����	�, A� B ���
�, �����������
������

���. ��, 	���
�� (��) ���
	�� (�	� 2.3.1). ����

R �, �� (0, 1) � (−1, 0) ��
	��, � [0, 1) � (−1, 0) ���
	��. �

�	���, ��	���
����
	��. ���
���, ��	���

������
	��.
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�� 3.2.2 
 X �����. �� X ���
��	�� A � B ��

X = A∪B, �� A� B � X �����. ��, � X ������. �� X �

���
, �� X �����.

���
�������. 
�����	��������.

�� 3.2.1 
 X �����. ���	�
:

(1) X ���
;

(2) X ����
������ A � B �� A ∪B = X ;

(3) X ����
������ A � B �� A ∪B = X ;

(4) X ������������.

�� (1) ⇒ (2). 
 A � B � X ��
. ��, A ∩B = ∅ �

B = B ∩ (A ∪B) = (B ∩A) ∪ (B ∩B) = B.

��, B � X ����. ��, A �� X ���.

(2) ⇒ (3).
 A � B � X ���,�� (2). � A1 = X −B, B1 = X −A, �

A1 � B1 ���	 (3) ���.

(3) ⇒ (4). 
 A � B � X ���, �� (3), � A � B �� X �����

�������.

(4) ⇒ (1). 
 A � X ����, �� (4). � B = X − A, � A � B �� X

������, A ∩B = ∅ � A ∪B = X . 
�, A � B � X ��
. �
�
�	 3.2.2 ��� 3.2.1, ����������.

�� 3.2.2 
 X �����. ���	�
:

(1) X �����;

(2) X ������
������ A � B �� A ∪B = X ;

(3) X ������
������ A � B �� A ∪B = X ;

(4) X ���������� ∅ � X .

� 3.2.1 R ������������������.


 X � R ����� (���	��). � X ����� R �����

����, ��� X ���
������ A � B, �� A ∪ B = X . 



a ∈ A, b ∈ B, � a �= b. ��
 a < b, �� X ���, �� [a, b] ⊂ X . �

A1 = A ∩ [a, b], B1 = B ∩ [a, b], � A1, B1 ����� [a, b] ����. �� A1

��
 b, �� A1 ���
, 
� c. ��� A1 ���, �� c ∈ A1 ⊂ A. ��

b ∈ B, �� c < b � (c, b] ⊂ B1. �� B1 ���, �� c ∈ (c, b] ⊂ B1 ⊂ B, ��

c ∈ A ∩B. �� A ∩B = ∅ ��. ��, X ����.


��, ��� R ����.
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 Y ����� X ����. � Y �� X ��������,� Y �� X

�����. �� [a, b] ���������, 	����� Q ��������

��. ���, Q �������������.


 Y � Q ���
�	�����, 
�	� p, q ∈ Y ���� a, � a �

� p � q ��. ��

Y = (Y ∩ (−∞, a)) ∪ (Y ∩ (a,+∞)),

� Y ∩ (−∞, a) � Y ∩ (a,+∞) � Y �	���
����, �� Y �����.

��� Q ��������������.

������, ����	���
����	����. �
������

��������.

�� 3.2.1 
 Y ����� X ����. � A, B ⊂ Y ,� A, B � Y ��


	������ A, B � X ��
	��.

�� ��� 2.4.2,

clY (A) ∩B = (A ∩ Y ) ∩B = A ∩B, clY (B) ∩A = B ∩A,

�� A, B � Y ��
	������ A, B � X ��
	��. �

 Y = [−1, 0) ∪ (0, 1] ���� R ����. ��� R � [−1, 0) � (0, 1] �

	��, ��� Y � [−1, 0)� (0, 1] ��	��, �� Y ������.

�� 3.2.2 
 Y ����� X ������, A, B � X ��
	��. �

Y ⊂ A ∪B, � Y ⊂ A � Y ⊂ B.

�� �� Y ⊂ A ∪ B, �� Y = (Y ∩ A) ∪ (Y ∩ B). ���� 3.2.1, Y ∩ A
� Y ∩ B � Y ��
	��. �� Y ����, �� Y ∩ A = ∅ � Y ∩ B = ∅,

�� Y ⊂ B � Y ⊂ A. �
�� 3.2.3 
 {Aα}α∈J ����� X ��������. ��

⋂
α∈J

Aα �= ∅,

�
⋃

α∈J

Aα � X ������.

�� � Y =
⋃

α∈J

Aα �
� p ∈ ⋂
α∈J

Aα. �
 C � D � Y ��
,� p ∈ C

� p ∈ D, ��
 p ∈ C. ��
�� α ∈ J, Aα ����, ���� 3.2.2, Aα ⊂ C

� Aα ⊂ D, �� Aα ⊂ C. �� Y =
⋃

α∈J

Aα ⊂ C. �� D � Y �������.

	 Y =
⋃

α∈J

Aα ����. �

�� 3.2.3 
 {Aα}α∈J �����X ��������. ��
�� α, β ∈
J , � Aα ∩Aβ �= ∅, �

⋃
α∈J

Aα � X ������.
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�� 
� α0 ∈ J ,
�� β ∈ J ,� Bβ = Aα0 ∪Aβ . ��� 3.2.3, Bβ ���

�. �� {Bβ}β∈J � X ���������
⋂

β∈J

Bβ = Aα0 �= ∅. ���� 3.2.3,⋃
α∈J

Aα =
⋃

β∈J

Bβ ����. �

�� 3.2.4 
 X �����, A � X ������. �� A ⊂ B ⊂ A, �

B �����, 
��, A ����.

�� �� C � D � B ��
, ���� 3.2.2, � A ⊂ C � A ⊂ D. ��


 A ⊂ C, �� A ⊂ C. ��� 3.2.1, C ∩D = ∅, �� B ∩D = ∅. �� D � B

�������. �
�� 3.2.5 ������������, ����������.

�� 
 X ������ f : X → Y �����. ��� 2.4.4, ��	��

�����, ��
 Y = f(X). �
 Y ���. ���� 3.2.1, Y ������

������ A. �� f ��, f−1(A) � X �����������,�� X �

�����. ��, Y ����. �
�� 3.2.5 ������������, ������ X ��������

���.

�� 3.2.6 
 X1, X2, · · · , Xn (n ∈ Z+)������,����
n∏

i=1

Xi ��

����.

�� ����� X1×X2×· · ·×Xn������ (X1×X2×· · ·×Xn−1)×Xn

(��� 2.5.2)���������� (��� 3.2.5),����	� n = 2���.

� a = (a1, a2) ∈ X1 × X2. �� X1 �

�� X1 × {a2} ��� X1 (��� 2.5.2), ��

X1 × {a2} ����. ��, 
�� x = (x1, x2) ∈
X1 × X2, {x1} × X2 �����. �� (X1 ×
{a2}) ∩ ({x1} × X2) = {(x1, a2)}, ���� 3.2.3,

Tx1 = (X1×{a2})∪ ({x1}×X2)����, �
�

a ∈ Tx1 ,�� 3.2.1. ����� 3.2.3,
⋃

x1∈X1

Tx1 �

���. ��
⋃

x1∈X1

Tx1 = X1 ×X2, �� X1 ×X2

����. �
� 3.2.1

��� 3.2.1 ��� 3.2.6,��� R
n ����.

��������, 	�������
���	���.

�� 3.2.7 (����) 
 X � Y �������������, �� f :

X → Y ����. �� a, b ∈ X � r �� f(a) � f(b) ��, ��� c ∈ X , ��

f(c) = r.
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�� ���� 3.2.5, f(X) ����. �
 r /∈ f(X). �

A = f(X) ∩ (−∞, r), B = f(X) ∩ (r,+∞),

� A, B � f(X) ���
������, �� A � B � f(X) ��
, ��. �

� r ∈ f(X), ��� c ∈ X � f(c) = r. �
���	����������������.


�	
� S
1 � x = (x1, x2) ∈ S

1, −x = (−x1,−x2) �� x ����.

�� 3.2.8 (Borsuk-Ulam��) ��� f : S
1 → R��,��� x ∈ S

1 ��

f(x) = f(−x).
�� �� S

1 ��	��� [0, 1]���� (�� 2.4.4),��� 3.2.1���

3.2.5, S
1 � R

2 �����. �	�� F : S
1 → R� F (x) = f(x)− f(−x), x ∈ S

1,

� F ��� F (−x) = f(−x) − f(x) = −F (x). ���� a ∈ S
1, � F (a) = 0, �

f(a) = f(−a), � a ���. ��
�� a ∈ S
1, F (a) �= 0,� F (a) � F (−a) �
.

���� 3.2.7, �� x ∈ S
1 �� F (x) = 0, � f(x) = f(−x). �

�� S
2 �� Borsuk-Ulam��, ��� 6.4.3.

�� 3.2.9 
 n > 1, R
n − {0} ����, �� 0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ R

n.

�� �� n = 2 �����	�. �

A = (−∞, 0] × R − {0}, B = [0,+∞) × R − {0}.

� A ∪B = R
2 − {0}. ���� 3.2.6, (−∞, 0) × R ����. ��� R

2 �,

(−∞, 0) × R ⊂ A ⊂ (−∞, 0] × R = (−∞, 0) × R,

��� 3.2.4, A� R
2 �����. ��, B �� R

2 �����. �� A∩B �= ∅,

����� 3.2.3, R
2 − {0} ����. �

�� 3.2.1 ���� R
2 ���� R ���.

�� �
 R
2 � R����� f : R

2 → R���,���� 2.4.4� (1),	

��� f |R2−{0} : R
2 −{0} → R��.��� 3.2.9, R

2 −{0}��,���� 3.2.5,

f |R2−{0}(R2 − {0}) = R − {f(0)} � R ������, ��. �� R
2 � R ���.

�

� � 3.2

3.2.1 
 A � B ����� X �	���. 	�: �� A1 ⊂ A, B1 ⊂ B, � A1 �

B1 �� X �	���.
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3.2.2 �	
�����
�� (��� 2.1.2) ������? �������? ��

�����	�.

3.2.3 �	���� Rl, Smirnov 
	������ RK ��
? �	����.

3.2.4 
 Y ⊂ X, X � Y �����. 	�: � A � B � X − Y ��
, � Y ∪ A
� Y ∪B �����.

3.2.5 
 Y ����� X ����. ��
�� x, y ∈ Y , �� X ����� Axy

� x, y ∈ Axy ⊂ Y , � Y ����.

3.2.6 	�: ���� R
2 ���������
����������������.

3.2.7 
 X �����, �� f : X → Y ������. �
: f(X) �	�����

Y �����?

3.2.8 
 p : X → Y ����. 	�: ��� p−1(y)(∀y ∈ Y ) ����, 	� Y ��

���, � X ����.

3.3 �	���

��������, ������������: �	����������

���	���. ���
 I = [0, 1] ��	���.

�� 3.3.1 
 X �����, x, y ∈ X . �������� f : I → X , ��

f(0) = x � f(1) = y, �� f � X �� x � y (��� x � y) �����. ��

X ����	���� X ���������	, �� X �������.

�� 3.3.1 � X ��	����, � X �����.

�� 
 A� B � X ��
. 
 x ∈ A, y ∈ B, � X ��	���,���

x � y ��	 f : I → X . �� I ����� f ��, �� f(I) � X �����.

���� 3.2.2, f(I) ⊂ A � f(I) ⊂ B. �� f(0) = x ∈ A, f(1) = y ∈ B ��. �

�, X �����. �
���������	���.

� 3.3.1 ������
��.




S = {(x, y) ∈ R
2 : y = sin(1/x), 0 < x � 1}

	� R
2 ������. R

2 ���� S = S ∪ ({0} × [−1, 1]) ���������

��.


�	, S ��	����. ��� 3.3.1, S ����. ���� 3.2.4, S �

����. �	 S ���	���.

�
 f : I → S ������� 0 = (0, 0) � S �������	, �

f(0) = 0, f(1) ∈ S, ��� A = {t ∈ I : f(t) ∈ {0} × [−1, 1]} � I ����. �
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c = supA, � c ∈ A � c < 1, �� g = f |[c,1] : [c, 1] → S ��, g(c) ∈ {0} × [−1, 1],

�� t ∈ (c, 1] �, g(t) ∈ S, �� 3.3.1.

� 3.3.1


 g(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [c, 1]. ���� 2.5.4, �� x, y � [c, 1] ���,

x(c) = 0 �� t ∈ (c, 1] �, x(t) > 0, y(t) = sin(1/x(t)). 
��� (c, 1) �	


� c ����� {cn}. 
�� n ∈ Z+, 

 un ��: x(c) = 0 < un < x(cn)

� sin(1/un) = (−1)n. �� x(t) � [c, cn] ���, ���� 3.2.7 (�
��), �

� tn ��: c < tn < cn, x(tn) = un. ��, �� {tn} 	
� c, �� y(tn) =

sin(1/x(tn)) = (−1)n ���
����	
. �� y(t) ������.


�������	�����, �������	�
��������	

������.

�� 3.3.2 
 X �����, x ∈ X . ��
 x ����� U , �� x ��

� (�	��) ��� V �� V ⊂ U , �� X �� x ����� (������)

�. �� X ����������� (���	��) �, �� X ����� (�

�����) ��.


	, 
 x ∈ X , ���� X � x ���� (���	��) ���� x ��

��� (�	��) ����� x � X �����. ��, ���	������

�����.

� 3.3.2 �� (�	��) ������ (���	��) �����
�.

(1) ���	���������.

X = [−1, 0) ∪ (0, 1] ����� R ��������	���, 	���.

(2) �	�����������.

��� ��

C = (I × {0}) ∪ (({0} ∪ {1/n : n ∈ Z+}) × I)

�
 R
2 ������.
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, C ��	���. �	 C �������.


 p = (0, 1) ∈ C, � R
2 �
 p ��� O = B(p, 1/4). � U = O ∩C, � U �

C ��
 p ���, �� 3.3.2. 
 V ⊂ U � p �������.

 n ∈ Z+ ��

(1/(n+ 1), 1), (1/n, 1) ∈ V , �
�� r �� 1/(n+ 1) < r < 1/n. �

A = [(−∞, r) × R] ∩ V, B = [(r,+∞) × R] ∩ V,

�� A � B � V ��
, �� V ���. ��, C �������.

� 3.3.2

�� 3.3.1 
 X �����, x ∈ X . � P � X ��
� x ������

� (�	����) �	, � P � X ����� (���	��) ���.

�� 
�������, ��� 3.2.3, P � X �����. 
��	���

���, 
 y, z ∈ P , ��� X ��	���� Py, Pz �� {x, y} ⊂ Py, {x, z} ⊂
Pz . ������ P �� x� y,� x � z ��	 f � g. �	�� h : I → X �

h(t) =

{
f(1 − 2t), 0 � t < 1/2,

g(2t− 1), 1/2 � t � 1,

� h(0) = y, h(1) = z. �� h(1/2) = f(0) = g(0), ��� 2.4.4 � (5) (����),

h ����, �� h � X �� y � z ����	. ��, P � X ��	����.

����, 
 Q � X ��� (�	��) ��� P ⊂ Q. � x ∈ P 
 x ∈ Q.

� P ��	, Q ⊂ P , �� P = Q, � P ����. �
�� P �� X ����� (������). ����� Q �������

����. 
�	,
 x ∈ X , X �
�� x��	����
� X �
�� x�

����. ��������		���
����� (�	����) �	 (�

�� 3.3.2).
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�� 3.3.2 ���� X ����� (���	��) ������ X ��

����� U ������� (�	����) � X ����.

�� 
 X ����� (���	��) ���. 
 U � X ���, C � U

��� (�	��) ��. 
�� x ∈ C ⊂ U , �� x ��� (�	��) ��� Vx

�� x ∈ Vx ⊂ U . �� C � U ���� (�	��) ��, �� Vx ⊂ C. ��, C

� X ����.


�, 
 X ������������ (�	��) ��� X ����. 


�� x ∈ X � x ������ U , � C � U ��
 x ��� (�	��) ��,

��
, C � X ��� (�	��) ���, � x ∈ C ⊂ U . ��, X �����

(���	��) �. �
�� 3.3.3 ���	�������������	��������.

�� 
 X ����	����. � P, C ��� X ��	�������

��� P ∩ C �= ∅. ��, P ⊂ C. �� P �= C, �

Q = ∪{P ′ : P ′ � X ���	����, P ′ �= P � P ′ ∩ C �= ∅},

� Q �= ∅� Q ⊂ C. ��, C = P ∪Q. �� X ����	���,���� 3.3.2,

X ����	����� X ����. ��, P � Q �� X ��������

C ��
. �� C ������, �� P = C. �
��, �� X ����	����, � X �������� X ��	��

�.

� 3.3.3 n ����� R
n ����	���.


��� x ∈ R
n ���� ε > 0, x ����� B(x, ε) ��	���. ��

�,
��� y, z ∈ B(x, ε), � f(t) = ty+(1− t)z, t ∈ I,��� f : I → B(x, ε)�

�� z � y ����	.

��� 3.3.3, R
n ���������������	������.

� � 3.3

3.3.1 	�: �������	���.

3.3.2 ���� X ����� (�	��) ������
��� (�	��) ���,

���	�� X � X ������ (�	��) ��������� (�	��) ���
.

3.3.3 	�: �	����	�������������	����.

3.3.4 ���� X ����� (�	��) ��� X ����
? ����
?

3.3.5 	�: ������
�� S (�� 3.3.1) ���������.

3.3.6 	�: � A � R
2 �����, �� R

2 −A ��	���.
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3.3.7 �������������	��	������? I2 �
��������

���, 
� I2
0 . ��� I2

0 	�����.

3.4 � � �

���������
������������������������

������
���������.

�� 3.4.1 
 X �����. �� X ���	������������

����
�����, �� X �� T1 ����� X � T1 ��.

	��������� T1 ��. 
 X = {a, b},�
�� τ = {∅, {a}, X},�
(X, τ) �� T1 ��.

�� 3.4.1 
���� X , ���	�
:

(1) X � T1 ��;

(2) X ��������;

(3) X ���	�����.

�� �	 (1) � (2) ��
�. (1) ⇒ (2). 
�� x ∈ X ���� y ∈
X − {x}, �� y ��� U �� x /∈ U , � U ∩ {x} = ∅. ��� 2.3.3, y /∈ {x}. �
�, {x} = {x}, ����� {x} ���.

(2) ⇒ (1). 
�� x, y ∈ X, x �= y, ��� {x} � {y} ����, �� x ��

� X − {y} ��
 y � y ��� X − {x} ��
 x, �� (1) ��. �
�� 3.4.2 
 X � T1 ��. � A ⊂ X � x ∈ X , � x � A ������

� x �������
 A ��	��.

�� �	���. ���� x ����� U �
� A ��	��, �

U ∩ (A − {x}) ��	�, 
 B = U ∩ (A − {x}). ���� 3.4.1, B ���, ��

U ∩ (X −B) �� x �������� A− {x} �
���. ��, x �� A ��

�. �
�� 3.4.2 
 X �����. �� X ���	�������
���,

�� X �� T2 ����� X � T2 ��. T2 ������ Hausdorff ��.



, Hausdorff ��� T1 ��, 
�
���.

� 3.4.1 
 X ��
�	�	���	
�� (�� 2.1.3). �� X ��	

�����, �� X � T1 ��. � X ���	�������
. ���, �


A, B � X �	�����, � X −A, X −B ���	�, ��

X − (A ∩B) = (X −A) ∪ (X −B)

��	�, �� A � B �
. ��, X �� Hausdorff ��.
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�� 3.4.3 �� X � Hausdorff ��, � X �������
	
���.

�� 
 X ���� {xn} 	
� x. 
 X ���� x �� y,
 U, V ��

� x � y ���
��. �� m ∈ Z+ ��� n > m �, � xn ∈ U , �� xn /∈ V .

��, {xn} �	
� y. �

 (X, d) �����. 
 X ����	� x, y, 
 2δ = d(x, y) > 0. 
�	,

B(x, δ), B(y, δ)��� x, y ���
���. ��,����� Hausdorff��. �

�� 3.4.3,������	
���	��.

T1, T2 ��
������� T1, T2 ���, �������������.

� T1 ���������. ��������, ��������������

������.

�� 3.4.3 
 X � T1 ��.

(1)��
��� x ∈ X � X ���
 x��� F ,�� X ���
���

U, V ��
� x � F , �� X ��������� X �����.

(2) ��
 X ������
��� A, B, �� X ���
��� U, V �

�
� A, B, �� X ��������� X �����.

�������
���������������.



, ���������, ����� Hausdorff ��. �	 3.4.3 �� T1

���	����. ��, 	��
���	�������	�	 T1 ����

��	. ��������� Hausdorff ������, �����������

���� 3.4.3.

� 3.4.2 Smirnov
	���� RK � Hausdorff��, 	������.



�� 2.2.4 � (3). �� R �� K ��������, ������

Hausdorff �, �� RK � Hausdorff ��. �	 RK ������.

��, K = {1/n : n ∈ Z+} � RK ����� 0 /∈ K. 
 RK ���
�� 0

��� K ��� U, V , 
� ε > 0, � 0 ∈ (−ε, ε) − K ⊂ U . �
� n ∈ Z+ �

� 1/n < ε, �� 1/n ∈ K ⊂ V , ������� (c, d) �� 1/n ∈ (c, d) ⊂ V , ��

3.4.1. 
� z ∈ RK �� max{c, 1/(n+1)} < z < 1/n,� z ∈ ((−ε, ε)−K)∩ (c, d) ⊂
U ∩ V . ��, U ∩ V �= ∅. 	 RK ������.

� 3.4.1

�� 3.4.4 � X � T1 ��, � X ��������
�� x ∈ X � x �

���� U , �� x ���� V �� V ⊂ U .

�� 
 X �����. 
�� x ∈ X � x ����� U , � x ∈ U◦ ⊂ U .
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� F = X − U◦, � F � X ���� x /∈ F . � X ����, �� X ���
�

� V � W ��
� x � F . ��, V ⊂ X −W = X −W ⊂ X − F ⊂ U .


�, 
 x ∈ X, F � X ���
 x ���. � U = X − F , � U � x ��

��. ������
, �� x ���� U1 � U1 ⊂ U1 ⊂ U . � V = X − U1, �

V � X ����� F = X − U ⊂ X − U1 = V . 

, V ∩ U1 = ∅. �� X � T1

��, �� X ����. �
��� 3.4.4 ��, �������� (��� 3.4.5).

�� 3.4.5 � X � T1 ��, � X ��������
 X ������ F

��
 F ������� U , ���
 F ��� V �� V ⊂ U .

�������������������? �������������

�������.

�� 3.4.6 ��������.

�� 
 (X, d) �����. ��, X � T1 ��. 
 A � B � X ��

�
���. 
�� a ∈ A ⊂ X − B, �� X − B ���, �� εa > 0, ��

B(a, 2εa) ⊂ X −B, �� B(a, 2εa) ∩B = ∅. ��, 
�� b ∈ B, �� εb > 0, ��

B(b, 2εb) ∩A = ∅.

�

U =
⋃
a∈A

B(a, εa), V =
⋃
b∈B

B(b, εb),

� U � V ����
 A � B ���. �	 U ∩ V = ∅. ���� z ∈ U ∩ V , �

�� a ∈ A � b ∈ B, �� z ∈ B(a, εa) ∩B(b, εb), ��

d(a, b) � d(a, z) + d(z, b) < εa + εb.

��
 εa � εb, � d(a, b) < 2εb, �� a ∈ B(b, 2εb), �� B(b, 2εb) ∩ A = ∅ ��.

��, U ∩ V = ∅. ��	�� X �����. �
�� 3.4.7 ��������.

�� 
 (X, <) �	��������.

��, 	�
��� x, y ∈ X � x < y, �� (x, y] ���� X ���. ��

�, �� y � X ���	, � (x, y] � X ��	�; �� y �� X ���	, �

(x, y] = (x, y′) � X ���, �� y′ � y ���		.

��, 	� X ����. 

, X � T1 ��. 
 A, B � X ���
���

��. 
 a0 � X ���	.

(1) 
 a0 /∈ A ∪B.


��� a ∈ A ⊂ X−B,�� X−B���,�� xa < a�� (xa, a] ⊂ X−B,
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� (xa, a] ∩B = ∅. ��, 
��� b ∈ B, �� yb < b �� (yb, b] ∩A = ∅. �

U =
⋃
a∈A

(xa, a], V =
⋃
b∈B

(yb, b],

� U � V � X ����
 A, B ���. �	 U ∩ V = ∅.

���� z ∈ U ∩ V , ��� a ∈ A, b ∈ B �� z ∈ (xa, a] ∩ (yb, b]. ��


a < b, � yb < z � a < b, �� (yb, b] ∩A = ∅ ��.

(2) 
 a0 ∈ A ∪B.

��
 a0 ∈ A, {a0} � X ��������, � A− {a0} � B � X ���


���. � (1), �� X ���
��� U ′ � V ′ ���
 A− {a0} � B. �

U = U ′ ∪ {a0}, V = V ′ − {a0},

� U � V � X ����
 A, B ���
���.


���, X �����. �
���, ���������, 	���� [4] �� 39.

���	����
��	�����: �	���	���. 
 P ���

��������. ��	��� P ������������	��� P, �

� P �����	��	�. ��	��� P ����	���������

�	��� P, �� P ������.

�� 3.1.4��������	�, �� 3.2.6�������	���, ��

3.3.3 �����	�����	���.

�� 3.4.8 T1�T2 �����
��	��	�.

�� �	����
�	��	�. 
 X �����, Y � X ����.

��, �� x ∈ Y , ��� 3.4.1, � {x} � X ���, �� {x} � Y ���, ��

Y � T1 ��.

��, 
 y ∈ Y � A � Y ���
 y ���. �� A = clY A = A ∩ Y , �

� y /∈ A. �� X ����,�� X ���
��� U, V ��
� y � A, ��

U ∩ Y � V ∩ Y � Y ����
 y � A ���
��. �� Y �����. �
�� 3.4.9 T1�T2 �����
����	���.

�� �	����
���	���. 
���� Xi (∀ i � n)�����

�. 
 X =
n∏

i=1

Xi.

��, 
 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X . �� Xi � T1 ��, ��� 3.4.1, ���

{xi} � Xi ���, ����� {(x1, x2, · · · , xn)} � X ��� (��� 2.5.3 (1)).

��, X � T1 ��.
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��, 
 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X � x � X ������ U , 
 X ����

��
n∏

i=1

Ui, �� x ∈
n∏

i=1

Ui ⊂ U , ���� Ui � Xi ���, i � n. �� xi ∈ Ui,

�� Xi �����, ���� 3.4.4, �� Xi ��� Vi, �� xi ∈ Vi ⊂ V i ⊂ Ui.

� V =
n∏

i=1

Vi, � V � X ����� V =
n∏

i=1

V i (��� 2.5.3 (1)), �� x ∈ V ⊂

V ⊂ U . ����� 3.4.4, X �����. �

�����, �� 3.4.8��� 3.4.9 ����.

� 3.4.3 �	���� Rl ����, 	����� R
2
l �����.

�	, Rl �����. 
�� a ∈ Rl, a������	�� [a, b),�� a < b.

���� 3.4.7 � (1) ����	�, Rl �����. ��, Rl ����. ���

� 3.4.9, R
2
l ����.

�	, R
2
l ������. ������, 
 x ∈ R, n ∈ Z+, 


S(x, 1/n) = [x, x+ 1/n)× [−x, −x+ 1/n) ⊂ R
2.


 L = {(x,−x) : x ∈ Rl}. L � R
2
l ����� L �� R

2
l ����	��	

��. 
�� A ⊂ L, A � L ����, �� R
2
l ����. �

A = {(x,−x) ∈ L : x ∈ R − Q}, B = L−A,

� A, B � R
2
l ���
����.


 U, V � R
2
l ����
 A, B ���,�	 U ∩ V �= ∅. ��, R

2
l ����

�.


��� (x,−x) ∈ A,�� nx ∈ Z+ �� (x,−x)����	 S(x, 1/nx) ⊂ U .

�

Fn = {x ∈ R − Q : nx = n}, n ∈ Z+,

�
⋃

n∈Z+

Fn = R − Q. 
 cl(Fn) � Fn ���� R

����. �� 2.3.2, R − Q �= ⋃
n∈Z+

cl(Fn), ���

� n ∈ Z+ � q ∈ Q ∩ cl(Fn). �	 (q,−q) ∈ U . �

��,
 (q,−q)� R
2
l �����	 S(q, 1/k), k ∈

Z+, �� p ∈ Fn �� |p− q| < 1/max{n, k}, ��
S(q, 1/k)∩S(p, 1/n) �= ∅ (� 3.4.2),�� S(q, 1/k)∩
U �= ∅,�� (q,−q) ∈ U . �� (q,−q) ∈ B ⊂ V ,�

� U ∩ V �= ∅.
� 3.4.2
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����
�	�	�: (1) ����
�����; (2)	��������


�����. R
2
l �� Sorgenfrey ��. ��������������, ��

1947 
� R. H. Sorgenfrey (	, 1915∼1996)���.

����������
����������� 3.6.2.

� � 3.4

3.4.1 
 X � T1 ��. 	�: �� X �����	�	�, � X ��
��	��

��	��.

3.4.2 �
: ����� X ����	
�������	, �� X �	� T2 ��?

3.4.3 	�: X � Hausdorff ��������� ∆ = {(x, x) : x ∈ X} � X ×X �

���. 
������ X, �������� X ×X − ∆ ���?

3.4.4 	�: T2 ��
�	��	���	���.

3.4.5 	��� 3.4.5.

3.4.6 	�: ���������������.

3.4.7 
 p : X → Y ��������. 	�: � X ����, � Y �����.

3.4.8 ���� X �������, �� X � T1 ��� X ����������,

� X ��������. 	�: T1 �� X ���������� X ����
	�� A, B

����
������
���.

3.5 Urysohn ��� Tietze ����

Urysohn ��� Tietze ��������������, ��������

���������, �������������������. �����	

����	�, 	��������.

�� 3.5.1 (Urysohn��, 1925) 
 X �����. � A, B � X ���


���, ������� f : X → [0, 1], ��� x ∈ A �, f(x) = 0; � x ∈ B �,

f(x) = 1.

�� � P = [0, 1] ∩ Q, � P ����. 
 P = {pn : n ∈ Z+}, Pn =

{p1, p2, · · · , pn}, �� p1 = 1, p2 = 0, n ∈ Z+.

(1) 
��� q ∈ Q, �� X ���� Uq ��:

� p, q ∈ Q � p < q �, � Up ⊂ Uq. (3.5.1)

��, ��
 n ∈ Z+ � Pn ��������	����. � U1 = X − B,

� U1 � X ���� A ⊂ U1. ���� 3.4.5, �� X ��� U0, �� A ⊂ U0 ⊂
U0 ⊂ U1.



3.5 Urysohn ��� Tietze ���� · 67 ·

�

 Pn (n � 2) ����� p, ��	��� Up �� (3.5.1). ��, ��

Pn+1 = Pn ∪ {pn+1} ��� [0, 1] ��	��������������� < �

����. �� pn+1 ��� 0 ��� 1, �� pn+1 � Pn+1 �����	 p ��

�		 q, ���	��� Up � Uq �� Up ⊂ Uq. ��� 3.4.5, �� X ���

� Upn+1 , ��

Up ⊂ Upn+1 ⊂ Upn+1 ⊂ Uq.

��, 
 Pn+1 ����	� p ��	� Up � (3.5.1) ��, �� 3.5.1. ��, �

����	�.

� 3.5.1

��, 
��� q ∈ Q− [0, 1],� q < 0�, � Uq = ∅;� q > 1 �,� Uq = X .

��, 
��� q ∈ Q, Uq ���	� (3.5.1) ��.

(2) �	�� f : X → [0, 1]��:

� x ∈ U r �, f(x) � r; � x /∈ Ur �, f(x) � r. (3.5.2)


�� x ∈ X , � Q(x) = {q ∈ Q : x ∈ Uq}. � q ∈ Q �, �� q < 0, �

q /∈ Q(x); �� q > 1, � q ∈ Q(x). ��, Q(x) ���
�����. �	��

f : X → [0, 1] � f(x) = inf Q(x), x ∈ X.

���	 (3.5.2) ��. 
 x ∈ U r. 
������ s > r, � x ∈ Ur ⊂ Us, �

� s ∈ Q(x), � Q(x) �
���� r ����. ��, f(x) = inf Q(x) � r. ��

��, 
 x /∈ Ur. 
������ s < r, � Us ⊂ Ur, �� x /∈ Us, �� s /∈ Q(x),

� Q(x) ��
���� r ����. ��, f(x) = infQ(x) � r.

(3) �� f �������.

�� x ∈ A, � x ∈ U0, � (3.5.2), f(x) � 0, �� f(x) = 0. �� x ∈ B, �

x /∈ U1, � (3.5.2), f(x) � 1, �� f(x) = 1. �	 f ��. ��� 2.4.4 � (2) ��

� 2.1.6,��	�: � x0 ∈ X , � f : X → R �� x0 ��.


 f(x0) ∈ (c, d), �� p, q ∈ Q,�� c < p < f(x0) < q < d. � U = Uq −Up,

� U � X ����. �� f(x0) < q, � (3.5.2), x0 ∈ Uq; ��� f(x0) > p, �
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(3.5.2), x0 /∈ Up. ��, x0 ∈ Uq − Up, � U � x0 ����.


 x ∈ U . �� x ∈ Uq ⊂ U q, � (3.5.2), f(x) � q; ��� x /∈ Up, � (3.5.2),

f(x) � p. ��, f(x) ∈ [p, q] ⊂ (c, d). ��, f(U) ⊂ (c, d), 	 f � x0 ��. �
��, � Urysohn ������ [0, 1] �������� [a, b], ������

���.

�� 3.5.1 
 X �����, A,B ⊂ X . �������� f : X → [0, 1],

��� x ∈ A �, f(x) = 0; � x ∈ B �, f(x) = 1, �� A � B ������

��.

����� f : X → [0, 1] ������ X ���� A � B �, ��

f−1([0, 1/2)), f−1((1/2, 1])� X ����
 A� B ���
���. � Urysohn

��, “���� X ���	��
�������
�����” (�, ����


������
���)�
� “X ���	��
�����������”.

�� 3.5.2 
 X � T1 ��. ��
�� x ∈ X � X �����
 x ��

� A, {x} � A ��������, �� X ����������, �� X ��

������ Tychonoff��.

��, � Urysohn ��, �����������; �����������.

��, ������������������������.

�� 3.5.2 �������	���	���.

�� �	�	���, �	����� (��� 3.5.4).


 {Xi}1�i�n ���������	�. 
��� X =
∏
i�n

Xi. 

, X � T1

��.


 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ X � X �������
 a ��� A. �� a ∈
X − A, ����� X ������ U =

∏
i�n

Ui �� a ∈ U ⊂ X − A, ����

Ui � Xi ���. 
�� i � n, � ai ∈ Ui � Xi ������, ������

fi : Xi → [0, 1] �� fi(ai) = 1 � fi(Xi − Ui) ⊂ {0}. � πi : X → Xi ���, 	�

ϕi = fi ◦ πi : X → [0, 1], � ϕi ��� ϕi(a) = 1.

�	�� f : X → [0, 1] � f(x) = ϕ1(x)ϕ2(x) · · ·ϕn(x), x ∈ X , � f �

�� f(a) = 1. � x ∈ A �, �� x �∈ U , �� j � n �� xj �∈ Uj , ��

ϕj(x) = fj(xj) = 0, �� f(x) = 0. ��	�� X �������. �
� 3.5.1 �	���� Rl ���� R

2
l �����������.

�� 3.4.3, Rl �����, 	� R
2
l ������. �� Rl �������,

���� 3.5.2, R
2
l �������.

�������������, ������ [2] �� 1.5.9 � [5] �� 2.4.1.

�� Uryhohn �����, ��	��������.
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�� 3.5.3 (Tietze ����, 1925) 
 X �����. � A � X ����,

������� f : A→ [a, b] ������� g : X → [a, b].

�� (1)
�� r > 0,��� f : A→ [−r, r]��,������� g : X →
[−r/3, r/3], ��� x ∈ A �, |f(x) − g(x)| � 2r/3.

��� [−r, r] ���. �

I1 = [−r,−r/3], I2 = [−r/3, r/3], I3 = [r/3, r],

� B = f−1(I1), C = f−1(I3). �� f ��, �� B � C � A ���
���,

������ X ���
���, �� 3.5.2. �� Urysohn ��, ������

g : X → [−r/3, r/3], ��� x ∈ B �, g(x) = −r/3; � x ∈ C �, g(x) = r/3. ��,


��� x ∈ X , � |g(x)| � r/3 �
��� x ∈ A, � |f(x) − g(x)| � 2r/3.

� 3.5.2

������ t = [2s− (a + b)]/(b − a) ���� [a, b] � [−1, 1], ����


[a, b] = [−1, 1].

(2) ������ g : X → [−1, 1]�� g|A = f .

���� f : A→ [−1, 1] ��, � (1), ������ g1 : X → [−1/3, 1/3],�

�

|f(x) − g1(x)| � 2
3
, x ∈ A.

�� f−g1 : A→ [−2/3, 2/3]��,� (1),������ g2 : X → [−2/32, 2/32],

��

|f(x) − g1(x) − g2(x)| �
(

2
3

)2

, x ∈ A.
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������, 
 r = (2/3)n−1 ����� f − (g1 + g2 + · · ·+ gn−1),�� (1),

��	���� gn : X → [−2n−1/3n, 2n−1/3n], ��

|f(x) − g1(x) − g2(x) − · · · − gn(x)| �
(

2
3

)n

, x ∈ A.

���, 
�� n ∈ Z+, �� gn ��	. 
���������� {gn} �
n ∈ Z+, �	�� Sn : X → R �

Sn(x) =
n∑

k=1

gk(x), x ∈ X,

� Sn(x) � X ���.���� |gn(x)| � 2n−1/3n,��
��
∞∑

n=1
2n−1/3n 	
,

����
��
∞∑

n=1
gn(x) � X ���	
, ���� {Sn(x)} � X ���	
,


 g(x) ���	��, �

g(x) =
∞∑

n=1

gn(x), x ∈ X.

��� 3.1.8, �� g : X → [−1, 1]��.


�� x ∈ A, �

|f(x) − Sn(x)| = |f(x) − g1(x) − g2(x) − · · · − gn(x)| �
(

2
3

)n

,

�� Sn(x) 	
� f(x). ��, 
 x ∈ A, � f(x) = g(x), � g � f �����. �
� Tietze ����, ����� Urysohn ��.

�� 3.5.1 
 X �����. � A� X ����,������� f : A→
R ������� g : X → R.

�� �� arctanf � A ���
����, �� | arctanf | < π/2. ���

3.5.3,�� arctanf � X ������ Φ,� |Φ| � π/2. � G = {x : |Φ(x)| = π/2},
� G � X ����� A ��
. � Urysohn ��, �� X � [0, 1] �����

ϕ, � ϕ(A) ⊂ {1}, ϕ(G) ⊂ {0}. � Φ′ = ϕ · Φ, � Φ′ � X ������, �

|Φ′| < π/2 � Φ′(x) = arctanf(x), x ∈ A. �� g = tan Φ′ � f � X �����

�. �

� � 3.5

3.5.1 ����� (X, d) �, 
 X ���
��� A � B, �

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
, x ∈ X.
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��, ������	��� Urysohn �������	�.

3.5.2 ���� 3.5.1 �	�, �	: 
����� r ���� p, q, �

f−1(r) =
⋂
q>r

Uq −
⋂
p<r

Up.

3.5.3 	�: 
����������������.

3.5.4 	�: �������	�.

3.5.5 
 f ����� X ���� F � In (I = [0, 1], n ∈ Z+) ������. 	�:

f �������� X �.

3.5.6 	�: Niemytzki ��� (�� 2.2.7) �������, 	������.

3.6 � �

��������� Borel�	��������������,�����

������. ����������������	, �����������

��������.

�� 3.6.1 
 X �����, A � X ����. ��
⋃

A∈A

A = X , �� A

�� X , �� A � X ���. �� A ���	�� X ����, �� A � X

����.


 A � X ���.�� A ��� A0 �� X ���,�� A0 � A ���

�. �� A0 �	�
��	 (���) �, �� A0 � A ��� (���) ���.

�� 3.6.2 
 X �����. �� X ���������	���, ��

X ����.

���������.

� 3.6.1 (1) �
������.

(2) �	�������������	���.

(3)��� R�����. �� A = {(−n, n) : n ∈ Z+} � R����,	 A

����	�� A0 = {(−ni, ni) : 1 � i � k} ����� R. ��, A 
��	�

��.

(4) X = {0} ∪ {1/n : n ∈ Z+} �� R �������. 
 A � X ����

��, �� U0 ∈ A �� 0 ∈ U0. �� m ∈ Z+, ��� n > m �� 1/n ∈ U0. 


1 � i � m, �� Ui ∈ A �� 1/i ∈ Ui. � A0 = {U0, U1, · · · , Um}, � A0 � A �

�	���.


 Y ����� X ����. �� Y ����������, �� Y � X

����. �� 3.6.1 � (4), {0} ∪ {1/n : n ∈ Z+} � R ����.
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�� 3.6.1 � (X, <)�	���
������, ������ X ���

������.

�� 
 [a, b] � X ����. 
 A ���� [a, b] ��������.

(1) �� x ∈ [a, b), ��� y ∈ (x, b] �� [x, y] �� A ��
	�	���.

�� A � [a, b] ����, �� A ∈ A �� x ∈ A. �� x �= b � A ���,

�� c ∈ [a, b], �� [x, c) ⊂ A. �� (x, c) = ∅, 
 y = c, � [x, y] ��	�, ��

� A ��
	�	��. �� (x, c) �= ∅, 
 y ∈ (x, c), � [x, y] ⊂ [x, c) ⊂ A, ��

[x, y] � A ����	� A ��.

�

C = {y ∈ (a, b] : [a, y] �� A ���	����}.

� (1), C �= ∅,� C ���
���,�� C ���
. � c = supC,� a < c � b.

(2) c ∈ C, � [a, c] �� A ��	����.

�� c ∈ (a, b], �� A ∈ A �� c ∈ A. ��� A � [a, b] ����, ��

d ∈ [a, b] �� (d, c] ⊂ A. �� c /∈ C, � C ��	, � (d, c] ∩ C = ∅. �� c ��

�
����. 	 c ∈ C.

(3) c = b, � [a, b] �� A ��	����.

�
 c < b. 
 x = c, �� (1), �� y ∈ (c, b], �� [c, y] �� A ��
	�

	���. � (2), y ∈ C. �� c = supC ��, 	 c = b. �
��, ��� R ����������.

�����������,���	��������	���. 
 Y ���

�� X ����. �� A � X ����� Y ⊂ ⋃
A∈A

A, �� A �� Y .

�� 3.6.1 �� Y ����� X ����, � Y �������� X �

����� Y ��������	���.

�� 
 Y ���� A �� X ������ Y ���,�� A ′ = {Y ∩A :

A ∈ A } ���� Y ����. ��, A ′ ��	��� {Y ∩ Ai}i�m. ��, A �

�	�� {Ai}i�m �� Y .


�, 
 A ���� Y ����. 
�� A ∈ A , �� X ���� UA ��

A = Y ∩ UA. ��, U = {UA : A ∈ A } �� X ������ Y ���. ���


, U ���	�� {UAi}i�n �� Y . ��, A ��	�� {Ai}i�n �� Y . 	

Y ���. �
�� 3.6.2 ������������.

�� 
 Y ���� X ����. � A �� X ������ Y ���,�

A ∪ {X − Y } � X ����. � X ���, ����	���, 
� {Ai ∈ A :
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1 � i � m} ∪ {X − Y }. ��, Y ⊂ ⋃
i�m

Ai. ��, A ��	���� Y . ����

3.6.1, Y ���. �
�������������. ��, �� 3.6.1 � (4) �, X = {0} ∪ {1/n :

n ∈ Z+} ���, 	����� {1/n : n ∈ Z+} ��	��	��, ������.

� X ��	�, �
�	
��, � X � T1 ���� (��� 3.6.1). ��,

X ���������	
�� (��� 2.4.5), �������, 	� X ���

�����	�. �� X ����������. 	
 Hausdorff ��, ���


���.

�� 3.6.2 �� A, B � Hausdorff�� X ���
����, ��� X �

�� U, V �� A ⊂ U, B ⊂ V � U ∩ V = ∅.

�� 
� x ∈ A. 
��� y ∈ B, � x �= y. �� X � Hausdorff ��, �

� X ���
��� Uy � Vy �� x ∈ Uy � y ∈ Vy. � V = {Vy : y ∈ B}, �
V � X �������� B. ��� 3.6.1, �� V ��	�� {Vyi}i�m ��

B. � Ux =
⋂

i�m

Uyi , Vx =
⋃

i�m

Vyi , � Ux � Vx � X ����
 x � B ���


��.

��, 
�� x ∈ A, ����	, �� X ���
��� Ux, Vx �� x ∈
Ux, B ⊂ Vx. � U = {Ux : x ∈ A}, � U � X ������ A ���. � A �

��, U ���	�� {Uxj}j�n �� A. � U =
⋃

j�n

Uxj , V =
⋂

j�n

Vxj , � U � V

� X ���
��, ���
 A � B. �
�� 3.6.3 Hausdorff �����������.

�� 
 Y � Hausdorff �� X ����. 
�� x ∈ X − Y , ��� 3.6.2,

�� X ���
��� U, V ���
 x � Y . ��, x ∈ U ⊂ X − V ⊂ X − Y .

��� 2.1.1, X − Y ���, �� Y ���. �
���� 3.6.2 ��� 3.6.2, ������.

�� 3.6.4 �� Hausdorff ������.

������������.

�� 3.6.5 ����������, ���������.

�� 
 X ����� f : X → Y �����. � A �� Y ������

� f(X) ���. �� f ��, � {f−1(A) : A ∈ A } � X ����. � X ���,

����	�� {f−1(Ai)}i�m �� X . ��, A ��	�� {Ai}i�m �� f(X),

�� f(X) ���. �
��, �������.

�� 3.6.6 (����) 
�� f : X → Y ��, Y ������. �� X �
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���, � X ���� x0 � x1, ��
�� x ∈ X , � f(x0) � f(x) � f(x1).

�� ��� 3.6.5, A = f(X) � Y ����. �	 A ���	���	.

�� A 
���	, � Y ���� {(−∞, a) : a ∈ A} � A ���. � A �

��, ����	�� {(−∞, ai)}i�m �� A. 
 aj = max
i�m

{ai}, � aj ∈ A. 	

aj /∈ (−∞, ai), i � m. �� {(−∞, ai)}i�m �� A ��. 	 A ���	. ��, A

���	.


 a� b ��� A ���	���	,��� x0, x1 ∈ X ,�� f(x0) = a �

f(x1) = b. ��, 
��� x ∈ X , � f(x0) � f(x) � f(x1). �
�� 3.6.7 ���� Hausdorff �����������.

�� 
 f : X → Y �����, �� X ����, Y � Hausdorff ��. �

� F � X �������,���� 3.6.2,� F � X ���. �� f |F : F → Y

��,���� 3.6.5, f(F )� Y ���. �� Y � Hausdorff��,���� 3.6.3,

f(F ) � Y ����, �� f ���. �
���
, � 2.4.4 ���� g : I → S

1 ����.

�� 3.6.1 ���� Hausdorff ����������.

�� 3.6.3 (����) 
 X �����, Y ����, x0 ∈ X . �����

X × Y ���� U ⊃ {x0} × Y , ��� X ��
 x0 ��� W , �� W × Y ⊂ U .

� 3.6.1

�� 
��� y ∈ Y , � (x0, y) ∈ U . �

��� X � Y ��� Uy � Vy, �� (x0, y) ∈
Uy × Vy ⊂ U . �� V = {Vy : y ∈ Y } � Y ��

��. � Y ���, V ��	���� {Vyi}i�m.

� W =
⋂

i�m

Uyi , � W � X �
 x0 ����

W × Y ⊂ U , �� 3.6.1. ���, 
��� (x, y) ∈
W ×Y ,�� j � m,�� y ∈ Vyj ,� x ∈W ⊂ Uyj ,

�� (x, y) ∈ Uyj × Vyj ⊂ U . �
�����, ���� Y �������. ��, ����� R

2 �, 


U =
{

(x, y) ∈ R
2 : |x| < 1

1 + y2

}
,

� U � R
2��
 {0}×R���. 	��� R��
 0���W ,��W×R ⊂ U .

�� 3.6.8 �������	���.

�� �		������������ (���� 3.2.6 ���).


 X � Y �����, A � X × Y ����. 
�� x ∈ X , �� {x} × Y

��� Y , �� {x} × Y ����. ���� 3.6.1, �� A ��	�� Ax ��
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{x}× Y . � Ux =
⋃

A∈Ax

A, � Ux � X × Y ��
 {x}× Y ���. ������,

�� X ��
 x ��� Wx, �� Wx × Y ⊂ Ux.

� W = {Wx : x ∈ X},� W � X ����. � X ���, �� W ��	�

� {Wxi}i�m �� X . ��, X × Y =
⋃

i�m

(Wxi × Y ). � A ′ =
⋃

i�m

Axi , � A ′ �

A ��	����� X × Y . 	 X × Y ����. �
��� 3.6.8 ��� 3.6.5, � 2.6.2 �����Möbius ��Klein �����

�. �������������������
������.

� 3.6.2 ���� [0, ω1]2 ������� [0, ω1) × [0, ω1].

��� 3.6.1��� 3.6.8, [0, ω1]2 ����. ���� 3.6.4, [0, ω1]2 ����

�. ��	� [0, ω1]2 ���� X = [0, ω1) × [0, ω1] ������.

�

∆ = {(x, x) ∈ [0, ω1]2 : x ∈ [0, ω1]}.

�� [0, ω1] � Hausdorff ��, � ∆ � [0, ω1]2 ���� (��� 3.4.3). �

A = ∆ ∩X = ∆ − {(ω1, ω1)}, B = [0, ω1) × {ω1},

� A � B � X ���
�����. �	 X

������, ��	�� G � H � X ��

��
 A � B ���, � G ∩H �= ∅.

�
 G ∩ H = ∅. 
��� x ∈ [0, ω1),

� (x, ω1) ∈ H , �� β (x < β < ω1), ��

{x}× [β, ω1] ⊂ H . ��, ({x}× [β, ω1])∩G = ∅.

�

β(x) = min{β < ω1 : x < β, (x, β) /∈ G},

� x < β(x) < ω1 � (x, β(x)) /∈ G, �� 3.6.2. � 3.6.2


� x1 ∈ [0, ω1), �	 x2 = β(x1). ���, �	 xn+1 = β(xn), n ∈ Z+, �

{xn} � [0, ω1) ����������. ��	� 1.2.1, ��� {xn : n ∈ Z+} �
[0, ω1)���
,�����
. 
 b = sup{xn : n ∈ Z+}. �� {xn}������
��,���	
� b. ��,�� {β(xn)}�	
� b. ��,��� [0, ω1)× [0, ω1]

���� {(xn, β(xn))} 	
� (b, b). �� (b, b) ∈ A ⊂ G, ��� n ����, �

(xn, β(xn)) ∈ G. ���� x ∈ [0, ω1), (x, β(x)) /∈ G ��. ��� G ∩H �= ∅.

�� 3.6.3 
 (X, d) �����, A ⊂ X . ������ M > 0, ����
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x, y ∈ A � d(x, y) � M , �� A � X ����, M � A � �. �� A ���


�, �� A ����.

�� A �����
�, �� sup{d(x, y) : x, y ∈ A} �� A ���, 
�

diamA.

��: �� A = ∅, � diamA = 0; �� A ��
�, � diamA = +∞.

�� 3.6.9 �� A � n ����� R
n ����, � A ������� A

������ R
n ������ d ����� ρ ��
�.

�� 
��� x, y ∈ R
n, � ρ(x, y) � d(x, y) � √

nρ(x, y), �� A � R
n �

�� ρ �
������ d �
. ��, �	� R
n ������ ρ.


 A ⊂ R
n ���. �� R

n � Hausdorff ��, ���� 3.6.3, A ���.


 0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ R
n, � U = {Bρ(0,m) : m ∈ Z+}, � U � R

n �

������� A. ��� 3.6.1, U ���	�� {Bρ(0,mi)}i�k �� A. 


M = max
i�k

{mi}, � A ⊂ Bρ(0,M). ��, 
��� x, y ∈ A, � ρ(x, y) � ρ(0, x) +

ρ(0, y) < 2M . ��� A �� ρ ��
�.


�, 
 A � R
n ������� ρ �
. � M � A �� ρ ��
, �
�

�� x, y ∈ A, � ρ(x, y) � M . 
�� x0 ∈ A, � b = ρ(0, x0) + M , �
���

x ∈ A,� ρ(0, x) � ρ(0, x0) + ρ(x0, x) � ρ(0, x0) +M = b. ��, A ⊂ [−b, b]n ⊂ R
n.

���� 3.6.1��� 3.6.8, [−b, b]n ���. ��, A �� [−b, b]n ������
��. �
��������� R

n ������
��
��. ���� R
2 ���

� A = {(x, 1/x) : 0 < x � 1} ���, 	���
�, �������; ��

S = {(x, sin(1/x) : 0 < x � 1} ��
�, 	����, �������. n ���

�� R
n ���	�� S

n−1 ����	�� B
n ���
���, ������

��. ����, 
�������� X �	, X ��������
���, 	

�	� X ����
�������.

� � 3.6

3.6.1 	�: �	
������.

3.6.2 (1) 	�: ��������������
�
����.

(2) 
 (X, τ0) �����. 
� ∞ /∈ X, � Y = X ∪ {∞}. Y ���� τ ��:

� τ0 ⊂ τ ; � Y − C ∈ τ , �� C � X ������. 	�: τ � Y ����.

3.6.3 
: (1) T1 �����������
��	���?

(2) T1 ������������	���?

3.6.4 
 X, Y ������, f : X → Y ���������, �
�� y ∈ Y , f−1(y)

� X ����. 	�:
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(1) � Y ����, � X ����;

(2) � X � Hausdorff ��, � Y � Hausdorff ��;

(3) � X �����, � Y �����.

3.6.5 
 X ���� τ � τ ′ ���� Hausdorff ��. 	�: �� τ � τ ′ ��, ��

������.

3.6.6 
 X ����, Y �����. ������ (��� 3.6.3) 	�: �� π2 :

X × Y → Y ����.

3.6.7 
 X,Y ������, �� f : X → Y 	�����, � f �� {(x, f(x)) :

x ∈ X} ���� X × Y ����. 	�: � C � Y ����, � f−1(C) � X ����.

3.6.8 
 X �������, A, B � X ���
����. 	�: �� A ���, �

������ f : X → [0, 1] ��� x ∈ A �, f(x) = 0; � x ∈ B �, f(x) = 1.

3.6.9 (Wallace ��, 1955) 
 X � Y �	�����. 	�: �� A � B ��� X

� Y ����, W ���� X × Y ��
 A×B ���, ����� X, Y ��� U, V ,

�� A×B ⊂ U × V ⊂W .

3.7 � � �

�����������������������������. ���

��������������������Lindelöf ���, ��������

���������������	.

�� 3.7.1 
 X �����. �� x ∈ X � x � X �	�������,

�� X �� x ������. �� X �����������, �� X ���

������� X �������.

������� 3.1.1 ��� 3.1.7 �����. ���	��������

����. ��� 3.1.1 �	��
������
: ���� X �� x 	��

��������� x� X ����������,�� x����.���,


{Un}n∈Z+ � X � x�������.
�� n ∈ Z+,� Vn =
⋂

i�n

U◦
i ,� {Vn}n∈Z+

� X ������������ x ����; 
�����.

� 3.1.3 ��, ���� [0, ω1] ��������.

�� 3.7.1 �������	�.

�� 
 X �������, Y � X ����. 
�� y ∈ Y , y � X �	

������� V , � V ′ = {V ∩ Y : V ∈ V } � y � Y �������. �
��������������. �����������.

�� 3.7.2 ������ X ��������	���, �� X 	���

�, �� X ���������� X �������.
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��� R ������, ���� {(a, b) : a < b, a, b ∈ Q} � R ����.



,�������
������������
�,
���. ��,


�����	���	��������, 	�������.

��� 3.7.1 ��, �����.

�� 3.7.2 �������	�.


�	, ��������������	���. �����������

�
��	������. ���	��
���? ��������, ����

�	���������	�: Tychonoff ��. ��� 2.5.3,�����	.

�� 3.7.3 (A. Tychonoff, 1930) 
 {Xα}α∈J �������. 
 X =∏
α∈J

Xα. ���

S = {π−1
α (Uα) : Uα � Xα ����, α ∈ J}

���
������ X ������ Tychonoff ��, ���� πα : X → Xα

����. X 	���������� {Xα}α∈J ����� Tychonoff ���.

	�
���, ��� X =
∏

α∈J

Xα 
� X �	����.

� B ���� S 
�������, �

B =

{ ⋂
α∈J′

π−1
α (Uα) : J ′ � J ��	��, Uα � Xα ����, α ∈ J

}
.

B ��	�� X ������	���. 

,
�� B ∈ B, � B =
∏

α∈J

Uα,�

��� Uα � Xα �����	�	� α �, Uα = Xα. ��, �����	��

������	�.


 X =
∏

α∈J

Xα ����. 
�� α ∈ J , ���� 2.5.2, �� πα : X → Xα

���������; ���� 2.5.4,�������������������

�������
������.

������� 2.5.1.

�� 3.7.1 
 {Xα}α∈J �������. ��
�� α ∈ J , Bα � Xα �

�, ���

B′ =

{∏
α∈J

Bα :	�	� α ∈ J � Bα ∈ Bα �, ��� Bα = Xα

}

� X =
∏

α∈J

Xα ������.
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�� ��, B′ ��	���� X ���. 
 U � X ����� x =

(xα)α∈J ∈ U , ��� X ����� B �� x ∈ B ⊂ U . 
 B =
∏

α∈J

Uα, ��

� α �= α1, α2, · · · , αn ∈ J �, Uα = Xα. 
 α ∈ {α1, α2, · · · , αn}, �� xα ∈ Uα

� Bα � Xα ��, �� Bα ∈ Bα �� xα ∈ Bα ⊂ Uα. � B′ =
∏

α∈J

Bα, ���

α �= α1, α2, · · · , αn �, Bα = Xα, � B′ ∈ B′ � x ∈ B′ ⊂ U . ��, B′ � X ��.

�

 P �����������. �� {Xα}α∈J �	���P ������

���� (� J ����
�), ����
∏

α∈J

Xα �	��� P, ��� P ��

�� (�����).

�� 3.7.3 ������������������.

�� �������������	�.


 {Xi}i∈Z+ ���������. 
��� i ∈ Z+, � Bi � Xi ����.

�

B =

⎧⎨
⎩
∏

i∈Z+

Ui : 
�	� i ∈ Z+, Ui ∈ Bi, ��� Ui = Xi

⎫⎬
⎭ ,

� B ������ X =
∏

i∈Z+

Xi ��. 	 X �������. �

��, ��� R
ω ������.

� 3.7.1 ������� R �����������.

�� 
 J ��������
�,	���� X = R
J �������. 


� 0 = (0α)α∈J ∈ X , ���� 0α = 0 ∈ R. ��

A = {(xα)α∈J ∈ X :	�	� xα = 0 �, ��� xα = 1},

� 0 ∈ A.

���, � U � X �
�� 0 �����, 


U =
∏
α∈J

Uα, ��� α �= α1, α2, · · · , αn ∈ J �, Uα = R.

� z = (zα)α∈J ∈ X , ��

zα =

{
0, α = αi, ∃ i � n,

1, α �= αi, ∀ i � n,

� z ∈ A ∩ U . ��, 0 ∈ A.
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� X �������, ��� 3.1.1 � (2), ��� A ���� {an} 	
�
0. 
�� n ∈ Z+, 
 an = (an,α)α∈J ∈ A, �� J ��	�� Jn, �� α ∈ Jn ⇔
an,α = 0. ��

⋃
n∈Z+

Jn ����, � J �����, ���� β ∈ J − ⋃
n∈Z+

Jn. 


Vβ = (−1, 1) ⊂ R,� V = π−1
β (Vβ), �� πβ � X �� β ��
�� R ���, �

V � 0 � R
J ����. ��
��� n ∈ Z+, an,β = 1 /∈ Vβ , �� an /∈ V . ��

{an} 	
� 0 ��. ��, R
J ��������.

�� 3.7.4 
 X �����, A ⊂ X . �� A = X , �� A � X ����

�. �� X ��������, �� X �����.

��� R ����, ������ Q ����������.

�� 3.7.4 �����������.

�� 
 B ������� X ����. 
 B = {Bn : n ∈ Z+}. 
��
n ∈ Z+, 
� bn ∈ Bn. � A = {bn : n ∈ Z+}, � A ����� A = X . ���, 


��� x ∈ X � X ������
 x ��� U , �� Bn ∈ B �� x ∈ Bn ⊂ U ,

�� bn ∈ A ∩ U , 	 x ∈ A. �

�	, ��������� (��� 3.7.6).

�� 3.7.5 
 X �����. �� X ��������������, �

� X � Lindelöf ��.

��, ���� Lindelöf �. ���������	��� Lindelöf ��, 	

�����.

�� 3.7.5 ������� Lindelöf ��.

�� 
 B ������� X ����. 
 X �������� A , �

B′ = {B ∈ B :�� A ∈ A �� B ⊂ A},�B′����,
B′ = {Bn : n ∈ Z+}.
��, 
��� n ∈ Z+, �� An ∈ A �� Bn ⊂ An. ��, {An : n ∈ Z+} � A

�����. �	��� X .


��� x ∈ X ,�� A ∈ A �� x ∈ A. �� B � X ��,�� B ∈ B,�

� x ∈ B ⊂ A. �� B ∈ B′, ���� m ∈ Z+ �� B = Bm, �� x ∈ Bm ⊂ Am.

��, {An : n ∈ Z+} � X ���. 	 X � Lindelöf ��. �
�� 3.7.6 ��� Lindelöf ������.

�� 
 A, B ��� Lindelöf �� X ���
���. 
�� x ∈ A ⊂
X −B, ���� 3.4.4,�� x ���� Ux �� Ux ⊂ X −B, � Ux ∩B = ∅. �

U = {Ux : x ∈ A},� U ∪{X −A}� X ����.�� X � Lindelöf��,��

����� {Uxn : n ∈ Z+} ∪ {X − A}. 
 Un = Uxn , n ∈ Z+. ��, A ⊂ ⋃
n∈Z+

Un
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��� Un ∩ B = ∅. ��, �� X ����� {Vn}n∈Z+ , �� B ⊂ ⋃
n∈Z+

Vn ��

� V n ∩A = ∅.


�� n ∈ Z+, �

U ′
n = Un −

⋃
i�n

V i, V ′
n = Vn −

⋃
i�n

U i.

��
 n, m ∈ Z+, U ′
n ∩ V ′

m = ∅. ��

U =
⋃

n∈Z+

U ′
n, V =

⋃
n∈Z+

V ′
n,

� U � V � X ����
 A � B ���
��. ��, X �����. �
���� 3.7.5 ��� 3.7.6, ��

�� 3.7.1 �������������.

� 3.7.2 �	���� Rl �����������Lindelöf ��, 	���

�����. Sorgenfrey�� R
2
l �� Lindelöf ��.


�� x ∈ Rl, �� {[x, x+ 1/n) : n ∈ Z+} � x �������, �� Rl �

�����.

�� Rl ����	� [a, b) (a, b ∈ Rl, a < b) �� Q �
, �� Q � Rl �

�������, 	 Rl ����. � Q
2 � R

2
l ��������, �� R

2
l ��

����. �� L = {(a, b) ∈ R
2
l : a+ b = 0},� L�� R

2
l ������	��	

��� L �����, �� L 
��������, 	 L �����.


 {Uα}α∈J � Rl ������. 
�� α ∈ J ,� U◦
α 
 Uα ���� R��

��.����� R�������	���� (��� 3.7.2),��� Lindelöf�,

�� U =
⋃

α∈J

U◦
α ���� {U◦

α}α∈J , 	������ {U◦
αi
}i∈Z+ . � F = Rl − U ,

��	� F ����, ���� {Uα}α∈J ����	��. 
��� x ∈ F , ��

α ∈ J �� x ∈ Uα, ���� yx > x �� [x, yx) ⊂ Uα, �� (x, yx) ⊂ U , ��

(x, yx) ∩ F = ∅. ������� {(x, yx)}x∈F �		���
�, ������

�� (������ R ����), �� F ����. ��, {Uα}α∈J �����

��� Rl. 	 Rl � Lindelöf ��. �� 3.4.3, R
2
l ������. ���� 3.7.6,

R
2
l �� Lindelöf ��.


 B � Rl ������. 
��� x ∈ Rl � Rl ��
 x ��� [x, x+ 1),

�� Bx ∈ B �� x ∈ Bx ⊂ [x, x+1),�� x = inf Bx. �� x, y ∈ Rl � x �= y,�

Bx �= By. �� {Bx : x ∈ Rl} � B ������, �� B �����. 	 Rl 


����.

Sorgenfrey �� R
2
l ��:
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(1) 	� Lindelöf ������
�� Lindelöf �;

(2) ����
�� Lindelöf ��;

(3) ���������
������.

� 3.7.3 ���� [0, ω1) �������, 	�������Lindelöf ��.


 a ∈ [0, ω1). �� a = 0, � {{a}}� a ����; �� a �= 0, � {(b, a] : b <

a} � a �������. 	 [0, ω1) �������.


 C � [0, ω1) �������. �� b ∈ [0, ω1), �� b � C ��
. ��

(b, ω1) ∩ C = ∅, �� C �� [0, ω1) �����. 	 [0, ω1) ������.


 A = {[0, b) : b ∈ [0, ω1)}, � A � [0, ω1) ����, �
������. �

��,
 A ′ � A �������, � b′ = sup{b ∈ [0, ω1) : [0, b) ∈ A ′},� b′ < ω1.

	
��� A ∈ A ′, b′ /∈ A. �� A ′ ���� [0, ω1), �� [0, ω1) �� Lindelöf

��.

��� 3.7.5, [0, ω1) ��������.

�� [0, ω1]����,���� Lindelöf��. � [0, ω1) ⊂ [0, ω1]�� Lindelöf

��. ��� Lindelöf�������� Lindelöf���. �� [0, ω1]�����

�, ����� (��, Lindelöf ��) 
������.

� � 3.7

3.7.1 	�: �������������������.

3.7.2 	�: �������
�� T1 ���, ������������
.

3.7.3 	�: �����������
�����������.

3.7.4 
 X ��������
����, A � X ������. 	�: A ����

����� A ���.

3.7.5 	�: �������
�����������
���������.

3.7.6 	�: ���������.

3.7.7 	�: �������������.

3.7.8 	�: Lindelöf ���������� Lindelöf �.

3.7.9 
 U ���������� X ����. 	�:

(1) U ����� X ��������	;

(2) ������ f : X → [0, 1] ��� x ∈ U �, f(x) > 0; � x ∈ X −U �, f(x) = 0.

3.7.10 	�: ���� I2
0 ����, 	� I × (0, 1) �� I2

0 ������ Lindelöf �.

3.8 Urysohn �����

����������
�����������������	����
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���. ����	������
�� R
ω ��
��������
�. ��

���
�� R
ω ��������, 	�����������; ������

��, 	���� Urysohn�����: 	����������������.

��	 3.1.3, ����� n ����� R
n ����. ���	�
��

R
ω �����������. � R

n ������ d ����� ρ 	�� R
ω

�, 
���	. ���������	
�
�, 	������������

�
����
�. 
�	�, � R ���� d(x, y) = min{|x− y|, 1} 


��
d(x, y) = |x− y|, � ρ 	�� R

ω �, ��	���	�.

�� 3.8.1 
 (X, d) �����. d : X ×X → R �	�

d(x, y) = min{d(x, y), 1}, x, y ∈ X,

� d � X ����, � d � d ��� X ������.

�� d ����� d �������.

�� 

, d���	 3.1.1� (M1)� (M2). �	 (M3)���. 
 x, y, z ∈
X ,�� d(x, y) � 1 � d(y, z) � 1, � d(x, z) � d(x, y) + d(y, z). �� d(x, y) < 1 �

d(y, z) < 1, � d(x, z) � d(x, z) � d(x, y) + d(y, z) = d(x, y) + d(y, z). ��	 3.1.1,

d � X ����.

� 0 < ε < 1 �, 
�� x ∈ X , � Bd(x, ε) = Bd(x, ε), ���� d � d ��

� X ������. �
�� 3.8.1 
 {(Xα, dα)}α∈J �������. 
 X =

∏
α∈J

Xα. 
���

x = (xα)α∈J , y = (yα)α∈J ∈ X , �

ρ(x, y) = sup{dα(xα, yα) : α ∈ J},

�� dα ���� dα �
��
��, �	�� ρ : X ×X → R. ρ � X ���

�, ��� X ������, � ρ ���������� X ������.


��� (R, d) ����
� J , ���	��������� (RJ , ρ). ��

��������������.

� 3.8.1 R
ω ��������������.

� C = {(xn) ∈ R
ω : xn = 0 � 1, n ∈ Z+}, � C � R

ω ������ (��

� 1.1.5)�
 C ������	� x, y, � ρ(x, y) = 1.


 B � R
ω �������. 
��� x ∈ C, � x ∈ B(x, 1), �� Bx ∈ B

�� x ∈ Bx ⊂ B(x, 1). � y ∈ C − {x} �, � y /∈ B(x, 1), �� By �= Bx. �� C

�����, �� {Bx : x ∈ C} � B ������, �� B �����. 	��

����, R
ω �������.
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���� 3.7 ��	����. ���	��	������
��, ���

���	������.

�� 3.8.2 
 {(Xα, τα)}α∈J �������. 
 X =
∏

α∈J

Xα. �

B =

{∏
α∈J

Uα :
�� α ∈ J, Uα ∈ τα

}
.

� B ���
� X ���������.


�, ��	�������
���, �����������; ����

������
���, ��������. ����������������

��������.

� 3.8.2 R
ω �������������.

�� 
� 0 = (0, 0, · · · ) ∈ R
ω � A = {(xi) ∈ R

ω : xi > 0, i ∈ Z+}, � 0 ∈ A.

���, � U � R
ω �
�� 0 �����, ��
 U =

∏
i∈Z+

(ai, bi). 


z = (bi/2)i∈Z+ , � z ∈ A ∩ U . ��, 0 ∈ A.

� R
ω �������, ��� 3.1.1 � (2), ��� A ���� {yn} 	
�

0. 
�� n ∈ Z+, 
 yn = (yni)i∈Z+ , ��� yni > 0. � V =
∏

i∈Z+

(−yii, yii), � V

� R
ω �
�� 0 �����, �
��� n ∈ Z+, yn /∈ V . �� {yn} 	
� 0

��. ��, R
ω ��������.

� 3.8.3 
 J �����
�. � R
J �,

(1) ���������;

(2) ���������.

�� (1) 
 x = (xα)α∈J ∈ R
J ���� R

J ��
 x �������

U =
∏

α∈J

Uα, ��� α �= α1, α2, · · · , αn ∈ J �, Uα = R. 
�� αi ∈ J , �� Uαi

���� (R, d) ��
� xαi ���, ���� εi > 0 �� Bd(xαi , εi) ⊂ Uαi . �

ε = min{ε1, · · · , εn}, � Bρ(x, ε) ⊂ U . ���, 
��� y = (yα)α∈J ∈ Bρ(x, ε),

� α = αi �, � dα(xα, yα) < ε � εi, �� yα ∈ Bd(xαi , εi) ⊂ Uαi ; � α �=
α1, α2, · · · , αn �, � yα ∈ Uα = R. ��, y ∈ U . ���� 2.2.2, �������

��.

(2) 
 Bρ(x, ε) � R
J ��������������. ��
 0 < ε < 1.


 z ∈ Bρ(x, ε), 
� δ �� ρ(x, z) < δ < ε, 	
 x = (xα)α∈J , z = (zα)α∈J ,

�� α ∈ J �� d(xα, zα) < δ, ���� zα ���� R ����� Uα ��

Uα ⊂ Bd(xα, δ). � U =
∏

α∈J

Uα, � U � z ���������� U ⊂ Bρ(x, ε).

���� 2.2.2, ���������.
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 J ����	�. ��� 3.7.3 �� 3.8.1, � R
J �, ���������

��; �� 3.8.2, � R
J �, �����������. 
����, ������

�����������
�: ��� R
ω �	�����?

�� 3.8.2 ����������.

�� 
 {(Xn, dn)}n∈Z+������. 
X =
∏

n∈Z+

Xn. 
 x = (xi)i∈Z+ , y =

(yi)i∈Z+ ∈ X , �

D(x, y) = sup
{
d̄i(xi, yi)

i
: i ∈ Z+

}
,

�� di � (Xi, di) ��
��
��, � D : X ×X → R � X ����.

���, D �����	 3.1.1 � (M1) � (M2). 
 x = (xi)i∈Z+ , y =

(yi)i∈Z+ , z = (zi)i∈Z+ ∈ X , 
��� i ∈ Z+, �

d̄i(xi, zi)
i

� d̄i(xi, yi)
i

+
d̄i(yi, zi)

i
� D(x, y) +D(y, z).

��

D(x, z) = sup
{
d̄(xi, yi)

i
: i ∈ Z+

}
� D(x, y) +D(y, z),

� D �� (M3).

��	���� X �������, ��	�� D ��� X ������

τD � X ����� τ ��.


�� U ∈ τD � x = (xi)i∈Z+ ∈ U ,�� ε > 0�� BD(x, ε) ⊂ U . 
 m ∈ Z+

�� 1/m < ε. �

V =

⎛
⎝∏

i�m

Bdi
(xi, ε)

⎞
⎠×

(∏
i>m

Xi

)
,

� V ∈ τ � x ∈ V ⊂ BD(x, ε) ⊂ U . ���, 
��� y = (yi)i∈Z+ ∈ V , � i � m

�, di(xi, yi) < ε; � i > m �, di(xi, yi)/i � 1/i < 1/m. ��

D(x, y) � max
i�m

{
d̄i(xi, yi)

i
,

1
m

}
< ε.

��, τD ⊂ τ .

����, 
 x = (xi)i∈Z+ ∈ X � B � τ �
�� x �����. 
 B =∏
i∈Z+

Ui, ��� i > n �, Ui = Xi. 
�� i � n, �� xi ∈ Ui, ���� εi < 1 �

� Bdi
(xi, εi) ⊂ Ui. 
 ε = min{εi/i : i � n}, � 0 < ε < 1 � x ∈ BD(x, ε) ⊂ B. �

��, 
��� y = (yi)i∈Z+ ∈ BD(x, ε), � i � n �, �

d̄i(xi, yi)
i

� D(x, y) < ε � εi

i
,



· 86 · � 3 � ���������

� di(xi, yi) < εi < 1, �� yi ∈ Bdi
(xi, εi) ⊂ Ui; � i > n �, � yi ∈ Ui = Xi. ��

BD(x, ε) ⊂ B. ��, τ ⊂ τD. ��	�� τD = τ . �
�� 3.8.2 ��� 3.7.3 ��, ��� R

ω ��������
������

��.

�� 3.8.3 
 (X, d) �����. ���	�
:

(1) X �������;

(2) X � Lindelöf ��;

(3) X �����.

�� ��� 3.7.5 � (1) ⇒ (2). �	 (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

(2) ⇒ (3). 
 (X, d) � Lindelöf �����. 
�� n ∈ Z+, �� Un =

{B(x, 1/n) : x ∈ X}� X ����,�� Un ������� Vn = {B(xn,k, 1/n) :

k ∈ Z+}. � A = {xn,k : n, k ∈ Z+}, � A � X �����. �	 A = X .


��� x ∈ X � X ����
 x ��� U , �� ε > 0, �� B(x, ε) ⊂ U .


 n ∈ Z+, �� 1/n < ε. �� Vn � X ����, ���� k ∈ Z+ �� x ∈
B(xn,k, 1/n), �� d(xn,k, x) < 1/n < ε, �� xn,k ∈ B(x, ε) ⊂ U , �� U ∩ A �= ∅,

� x ∈ A. �� A = X , 	 X �����.

(3) ⇒ (1). 
 (X, d) ��������, A � X ��������. � B =

{B(x, 1/n) : x ∈ A, n ∈ Z+}, � B � X ��������. �	 B � X ��.

� 3.8.1


 X ����� U � y ∈ U , �� n ∈ Z+

�� B(y, 2/n) ⊂ U . �� A � X �����, �

� B(y, 1/n) ∩ A �= ∅. 
� x ∈ B(y, 1/n) ∩ A, �

B(x, 1/n) ⊂ B(y, 2/n), �� 3.8.1. ���, 
���

z ∈ B(x, 1/n), �

d(y, z) � d(y, x) + d(x, z) <
1
n

+
1
n

=
2
n
,

�� z ∈ B(y, 2/n). ��, y ∈ B(x, 1/n) ⊂ B(y, 2/n) ⊂
U . ���� 2.2.1, B � X ��,	 X ������.

�
���� 3.8.3 ��� 3.7.2, ��

�� 3.8.1 ��� Lindelöf ������������	����, ���

��� Lindelöf �.

��	� 3.8.1�� 3.7.2 �� 3.7.3, �	���� Rl����� [0, ω1) ��

�������.

�������	 3.5.1 ����������. 
 X �����. �� X
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���
����� {fα}α∈J ��: 
��� x ∈ X � X ��
 x �����

�� A, �� α ∈ J �� fα(x) /∈ fα(A), �� {fα}α∈J �� X ������.

�� 3.8.3 
 X, Y ������, �� f : X → Y .

�	 f ′ : X → f(X)� f ′(x) = f(x), ∀ x ∈ X . �� f ′���,�� f : X → Y

��������, �� X ������ Y �.

� Z ����� X ����, ��� j : Z → X �����.

�� 3.8.1 (����) 
 X � T1 ��. �� X ���
�����

{fα}α∈J �� X ������, ��

F (x) = (fα(x))α∈J , x ∈ X

��	��� F : X → R
J � X ���� R

J �����.

�� �� F ������ X ����� R
J �������
�� fα �

���, �� F �����. ��	��� F �����.

(1) F ���. 
 X ����	� x, y, �� X � T1 ��, �� {x} � {y}
�� X ����, �� α ∈ J �� fα(x) �= fα(y), �� F (x) �= F (y). 	 F �

��.

(2) F : X → F (X) ����. 
 U � X ����. 
�� y ∈ F (U), �

� x ∈ U �� F (x) = y. �� {fα}α∈J �� X ������, �� α ∈ J ��

fα(x) /∈ fα(X − U). � V = π−1
α (R − fα(X − U)), �� πα : R

J → R ��� α �

�
�����, � y ∈ V � V ���� R
J ���. �	 V ∩ F (X) ⊂ F (U). �

z ∈ X � F (z) ∈ V ,�� fα(z) ∈ R−fα(X − U),�� z ∈ f−1
α (R−fα(X − U)) ⊂ U ,

�� F (z) ∈ F (U). ��, F (U) � y � F (X)����. 	 F (U) � F (X) ���.

�
�� 3.8.4 X �����������
���
� J , X �������

� [0, 1]J .

�� � X �������, 
��� X ���� [0, 1] �������

F = {fα : α ∈ J}, � F �� X ������. ��� 3.8.1 (����) ���

2.4.4,� F (x) = (fα(x))α∈J ��	��� F : X → R
J � X ���� [0, 1]J ��

���.


�, 

���
� J , ������ f : X → [0, 1]J . ��� 3.5.2 ���

	�, ��������� (��� 3.8.1),�� [0, 1]J �������. ����

�����	� (��� 3.5.2), �� f(X) �������, �� X �����

���. �
�� 3.8.5 (Urysohn �����, 1925) 	�������������

��.
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�� 
 X �	���������. ��	� 3.7.1, X ����. 
 B

� X ����, � ϕ = {(U, V ) : U, V ∈ B � U ⊂ V }, � ϕ ����. 


ϕ = {(Un, Vn) : n ∈ Z+}. 
�� n ∈ Z+, �� Un � X − Vn ����� X ��

�
��, �� Urysohn ��, ������ fn : X → [0, 1] �� fn(Un) ⊂ {0},
fn(X − Vn) ⊂ {1}. �� F : X → [0, 1]ω �	�

F (x) = (fn(x))n∈Z+ , x ∈ X,

	��
 [0, 1]ω ���.��	� F �����,��� 3.8.1 (����),��	

������ {fn}n∈Z+ �� X ������.


�� x ∈ X � X ��
� x����� A,��B� X ��,�� V ∈ B

�� x ∈ V ⊂ X − A. �� X ����, �� U ∈ B �� x ∈ U ⊂ U ⊂ V . �

� (U, V ) ∈ ϕ, ���� n ∈ Z+ �� (U, V ) = (Un, Vn), �� fn(x) = 0 /∈ {1} ⊃
fn(X − Vn) ⊃ fn(A). � {fn}n∈Z+ �� X ������.


���, F : X → F (X)���. ��� 3.8.2, [0, 1]ω �����,�� X �

������. �
Smirnov 
	������ (� 2.2.4 (3), � 3.4.2) �	����� Hausdorff

��, 	�������, �� Urysohn ������������ Hausdorff �

���. �����	������������,�� Urysohn��	����

�
�������. �������������� 4 ����.

�� 3.8.2 
 X �����. ���	�
:

(1) X ����������;

(2) X �	���������;

(3) X ������ [0, 1]ω �����.

�� ��� 3.8.3��� 3.4.6� (1) ⇒ (2). ��� 3.8.5�	�� (2) ⇒ (3).

��	� (3) ⇒ (1). ��� 3.8.2��� 3.7.3,��� [0, 1]ω �	�������

��, �� [0, 1]ω ��������������, �� X ���������.

�

� � 3.8

3.8.1 	�: ���������.

3.8.2 	�: R
J �����������.

3.8.3 �� f : R → R
ω �	� f(t) = (t, t, · · · ), t ∈ R. 	�: � R

ω �
���, � f

���.

3.8.4 
 X ��� Hausdorff ��. 	����	���
:

(1) X �������;
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(2) X ����;

(3) X ������ [0, 1]ω �������.

3.8.5 
 {Xα}α∈J �������, 
�� α ∈ J, Aα ⊂ Xα. 	�: ��
� X =∏
α∈J

Xα ����, 
����, ��

∏
α∈J

Aα =
∏
α∈J

Aα.

3.8.6 
 {(Xn, dn)}n∈Z+ �������. 
�� X =
∏

n∈Z+

Xn ���	� x =

(xn)n∈Z+ , y = (yn)n∈Z+ , �	

ρ(x, y) =
∑

n∈Z+

1

2n
· dn(xn, yn).

	�: ρ � X ����, �� ρ ��� X ��������� dn ��� Xn (n = 1, 2, · · · )
����������.



�4� ��������

�� 3 ��, �����������������������. ���

�������������,������, �� Tychonoff���Stone ���

Bing-Nagata-Smirnov �����. ����, ���������������

��������.

4.1 �����

����������,���������������,�������,

���������������.

�� 4.1.1 � X �����. �� X ����������������,

�� X ������.

��, ��������, ����� (�� 4.1.1). ���, Lindelöf ���

������.

������������, ������������.

�� 4.1.2 � X �����, A � X ����. �� A �������

������, �� A �������.

� {xn} ����� X ����, 	 x ∈ X �� {xn} ���, �� x ���

����� {xn} �����.

�� 4.1.1 � X �����. ��������:

(1) X ������;

(2) X ���������������������;

(3) X ��������	.

�� (1) ⇒ (2). � X ������, F = {Fn : n ∈ Z+} � X �����

�������. ��
⋂

F =
⋂

n∈Z+

Fn = ∅, � {X − Fn : n ∈ Z+} � X ����

���, ����������, �� {X − Fni : i � m}. ��,
⋂

i�m

Fni = ∅. ��

F ��������
. �
⋂

F �= ∅.

(2) ⇒ (3).� {xn}� X ����. � Fn = {xk : k � n}, n ∈ Z+,� {Fn}n∈Z+

� X ������������. �	�,
⋂

n∈Z+

Fn �= ∅, � x ∈ ⋂
n∈Z+

Fn, � x �
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�� {xn} ��	.

(3) ⇒ (1). � U = {Un : n ∈ Z+} � X ����. �� U ��������,

����� n ∈ Z+, � X − ⋃
i�n

Ui �= ∅. � xn ∈ X − ⋃
i�n

Ui, n ∈ Z+. �	�, ��

{xn} ��	 x. �� U � X ���, �� n0 ∈ Z+, �� x ∈ Un0 . �� x ���

{xn} ��	, �� n > n0, �� xn ∈ Un0 , �� xn ∈ X − ⋃
i�n

Ui �
. � X ��

����. �
�� 4.1.1 � X �������� Hausdorff ��. �� X �����	,

� X �����.

�� (1) � U � X ������ x ∈ X , ������� V ⊂ U ��

x /∈ V .

��� 3.4.2, U ����,����� y ∈ U−{x}. �� X � Hausdorff��,

X ��������� U1 � V1 ����	 x, y. � V = U ∩ V1, � y ∈ V ⊂ U

� x /∈ V .

(2) ��	� f : Z+ → X �����.

�	� f : Z+ → X . � xn = f(n), n ∈ Z+. ����� U = X , � (1), ��

���� V1 ⊂ U , �� x1 /∈ V 1. ���, ��������� Vn−1, �����

� Vn ⊂ Vn−1 �� xn /∈ V n. ��,��� {V n}�������. ��� 4.1.1,�

� x ∈ ⋂
n∈Z+

V n. ��� n ∈ Z+, � x ∈ V n, � xn /∈ V n, �� x �= xn. ���	�

f ����.

��� 1.1.4 � (3), X �����. �
������ 4.1.1 � (3) �����.

�� 4.1.3 � X �����. �� X ��������	�����, �

� X ������. �� X �����������	, �� X �����.

���� 4.1.1 �� (3) � (1) ����, ��

�� 4.1.2 ����������.

��� 4.1.1 ��� 3.1.1 � (2), ��

�� 4.1.3 ���������������.

� 4.1.1 ���� [0, ω1) ���������.

�� 3.7.3, [0, ω1) �����. � {xn} � [0, ω1) ����, ��� 1.2.1, �

� β < ω1, ����� xn < β. �� [0, β] ���������, ��� 4.1.3, �

� {xn} ��	�����. �� [0, ω1) ������.

� 4.1.2 
�� R ������ τ ��� (��� 2.2.1) �����, ��

�����.
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� A� R�����,�� a ∈ A, � a− 1 ∈ Ad,�� (R, τ) �����. �

� (R, τ) ���� {(−n,+∞)}n∈Z+ ��������, ����������.

�� 4.1.2 ���������; T1 ����������.

�� ����� X ������. � A � X �����, � A ����

����� {xn : n ∈ Z+}. ��� 4.1.1, �� {xn} ��	, ���		� A �

�	.

����, � X � T1 �����. ���� X ���� 4.1.1 � (3). �

{xn} � X ����, 	 A = {xn : n ∈ Z+}. �� A ����, � {xn} ����
������, �� {xn} ��	. �� A ����, � A ��	. ��� 3.4.2,

��	��� {xn} ��	. � X ������. �
�����������������, �� Lebesgue ����. � A ��

��� (X, d)���,�� δ�� A � Lebesgue�,�� X ����	�� δ �

��	
��� A �������. ��������������� Lebesgue

�. ��,	 K = {1/n : n ∈ Z+} ����� (R, d) ������,�� K ���

� {{1/n} : n ∈ Z+} ��� Lebesgue �.

�� 4.1.3 � X �������. ������:

(1) X ����;

(2) X ������;

(3) X ������;

(4) X �����.

�� ��������� T1 �������,����� 4.1.2��� 4.1.3


�� 4.1.2, (1) ⇒ (2) ⇔ (3) ⇔ (4). ��������, 		��������

�� (X, d) ����, ���
��
.

(i) X �������� Lebesgue �.

���, ������� (X, d) ���� A ��� Lebesgue �, ����

� δ > 0, �� C ⊂ X , �� diamC < δ � C ��� A ��
��. � δ =

1/n, n ∈ Z+, �� Cn ⊂ X , �� diamCn < 1/n, � A ���������

Cn. � xn ∈ Cn. � X �����, {xn} �	����� {xni}. � {xni} 	
�� x ∈ X , ��� A0 ∈ A �� x ∈ A0. �� A0 ���, �� ε > 0, ��

B(x, 2ε) ⊂ A0. �� i ∈ Z+, �� d(xni , x) < ε � 1/ni < ε. �� diamCni < 1/ni,

� Cni ⊂ B(xni , 1/ni) ⊂ B(x, 2ε) ⊂ A0, ���� Cni ����
.

(ii) ��� ε > 0, X ���� ε ����������������.

��, �� ε0 > 0, ���� {B(x, ε0) : x ∈ X} �������� X . �

x1 ∈ X ,��� x2 ∈ X−B(x1, ε0). 	� x1, x2, · · · , xn ���. �� {B(xi, ε0)}i�n
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���� X ,���� xn+1 ∈ X − ⋃
i�n

B(xi, ε0). �

�
 X ���� {xn},�

�� m,n ∈ Z+ � m �= n 
, � d(xm, xn) � ε0. ��, ��� x ∈ X, B(x, ε0/2)

�
��� {xn} ����. ��, {xn} ��	�����. �� X �����

�
.

(iii) X ����.

� A � X ������. � (i), A � Lebesgue � δ. � (ii), X ����

δ/3 ����������������, ��� {B(xi, δ/3)}i�m. ��� i � m,

�� diamB(xi, δ/3) < δ, ���� Ai ∈ A �� B(xi, δ/3) ⊂ Ai. ��, A ���

�� {Ai}i�m �� X . � X ����. �
��� 4.1.3 ��� (i) ���, �

�� 4.1.4 (Lebesgue���, 1921) �������������� Lebesgue

�.

� � 4.1

4.1.1 ��: ����� [0, 1] �� Rl ���������.

4.1.2 ��	���������? ����? ���?

4.1.3 � {Fn}n∈Z+ ������ X ���������. ��: � f : X → Y ��

�	�, � Y � T1 ��, �
⋂

n∈Z+

f(Fn) = f

( ⋂
n∈Z+

Fn

)
.

4.1.4 	 x ������ X ��� A � ω ��, �� x ��
����� A ���

�	. ��: ���� X ��������� X ������� ω �	.

4.1.5 � X ������. ��: �	� f : X → R ��, � f ��
	�.

4.1.6 ��� Hausdorff �� X �	����� X1 � X2 ��. �� X1 � X2 ��

�����, �� X 	������. ��������
������?

4.1.7 �	� f : (X, dX) → (Y, dY ). ������ ε > 0, �� δ > 0 ������

x1, x2 ∈ X, � dX(x1, x2) < δ 
, � dY (f(x1), f(x2)) < ε, �	� f � X �����.



 Lebesgue ���, ���������: �	� f : (X, dX) → (Y, dY ) ��. ��

X ����, � f � X �����.

4.2 Tychonoff ���

����������, ��������. �� 3.6.8 ���������

�. ������ Tychonoff �������������. ���������

�

�������	�. ��, �������.

����������. 
����������������.
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�� 4.2.1 ���� X ������� X ��������������

�������.

�� 	�������� 4.1.1 � (1) ⇒ (2). �������. 	 A � X

����, � F = {X −A : A ∈ A } � X �����

⋂
F∈F

F =
⋂

A∈A

(X −A) = X −
⋃

A∈A

A = ∅.

��	�, F �������. ��, �� F ����� {X − Ai}i�m, ��⋂
i�m

(X −Ai) = X − ⋃
i�m

Ai = ∅. ��,
⋃

i�m

Ai = X . ��, {Ai}i�m � A ����

��. � X ����. �
�� 4.2.1 ���� X �������� X �������������

A , �
⋂

A∈A

A �= ∅.

� X �����. �� B � X ������������, � X ����

B ������������������, ����� B ��������


��.

�� 4.2.2 � X �����. �� A � X ������������, �

�� X ������ B, �� B �� A � B ��������
��.

�� �

A = {D : D � X ������������� A ⊂ D},

� A ����������������. �� A �
�� B. ��		��:

�� B � A �����, � B � A ���
. �
 Zorn �� (��� 1.3.3) �

�� A �
��.

� C =
⋃

D∈B

D , ���� D ∈ B, � A ⊂ D ⊂ C . �� C �������. �

{Ci : i � n} ⊂ C . ��� i � n, �� Di ∈ B �� Ci ∈ Di. �� B ����, ��

{Di : i � n} � B �����, �� D ′, ���� Di ⊂ D ′, �� Ci ∈ D ′. �� D ′

�������, ��
⋂

i�n

Ci �= ∅. � C �������. �

�� 4.2.3 �� D ��� X ���������
����, ��

(1) D ������������ D ;

(2) �� X ��� A � D ������, � A ∈ D .

�� (1) � B =
⋂

i�n

Di, ���� Di ∈ D . � D ′ = D ∪ {B}, � D ′ ���

����. �
�, �� D ′ ������� D′
i, i � m. �� D �������,
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��� D′
m = B, � B ∩

( ⋂
i�m−1

D′
i

)
�= ∅. � D �
��, B ∈ D .

(2) � D ′ = D ∪ {A}, � D ′ �������. �
�, ���� Di ∈ D ′, i �
m, �� D �������, ��� Dm = A. �� (1),

⋂
i�m−1

Di ∈ D , ��

A ∩
( ⋂

i�m−1

Di

)
�= ∅. � D �
��, A ∈ D . �

�� 4.2.1 (Tychonoff ��, 1935) ������.

�� � {Xα : α ∈ J} �������. ���� X =
∏

α∈J

Xα. � A � X

������������. ��
⋂

A∈A

A �= ∅. ����� 4.2.1, X ���.

���� 4.2.2,�� X ��������
����� D , �� A ⊂ D .

�� α ∈ J , � πα : X → Xα ���. �� D �������, �� Xα �

��� {πα(D) : D ∈ D} �������. � Xα ������ 4.2.1, ∩{πα(D) :

D ∈ D} �= ∅, �� xα ∈ ∩{πα(D) : D ∈ D}. � xα � Xα ������ Uα 


�� D ∈ D , Uα ∩ πα(D) �= ∅, �� π−1
α (Uα) ∩ D �= ∅, ���� 4.2.3 � (2),

π−1
α (Uα) ∈ D . � x = (xα)α∈J ∈ X . ��� 4.2.3 � (1), ������ J0 ⊂ J ,⋂

α∈J0

π−1
α (Uα) ∈ D . ������
,

{ ⋂
α∈J0

π−1
α (Uα) : J0 � J �����, Uα � xα � Xα �����, α ∈ J

}

��	 x ∈ X ����. �� x ������ D ���������, ����

D ∈ D , � x ∈ D. ��,
⋂

D∈D

D �= ∅. �
⋂

A∈A

A �= ∅. �

� � 4.2

4.2.1 � D ����� X ���������
����. ��:

(1) ��� D ∈ D , x ∈ D ���� x ������� D ;

(2) � D ∈ D , � D ⊂ A, �� A ∈ D ;

(3) � X �� T1 ��	�, �
⋂

D∈D

D 
���	�.

4.2.2 ���� X ���� A �������������, �� A ������

�. ��: X � Lindelöf ������ X ��������������������.

4.2.3 � J = [0, 1] ������. ��� α ∈ J , � Dα = {0, 1}, ���
��, ��

�� X =
∏

α∈J

Dα. ��: X �������.

4.2.4 ��: [0, 1]ω �	���������?
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4.3 � �

��	��
�����������������, �������	�

���������. ����	�
������	: �	��� Stone-Čech

��.

�� 4.3.1 � X �����. ������ Hausdorff �� Y , �� X �

Y �������, �� Y � X ���.

����� Y1, Y2 �� X ���. ������ h : Y1 → Y2,�� h|X = iX ,

�� X �	��� Y1 � Y2 ��.

�� 4.3.1 � X �����, Z ��� Hausdorff ��. �� h : X → Z �

����,��� X ��� Y ����: ������ H : Y → Z,�� H |X = h.

�������
�, �� Y ������, ������� h �����.

�� � h : X → Z �����. � X0 = h(X), Y0 = h(X), � Y0 ���

Hausdorff ��� X0 = Y0. ��, Y0 � X0 ���.

���
��������� Y .

���� A, �� A ∩X = ∅ � A � Y0 −X0 ����� k : A → Y0 −X0.

� Y = X ∪ A, �
	� H : Y → Y0 ��: � x ∈ X 
, H(x) = h(x); � a ∈ A


, H(a) = k(a). � H ���. Y ������: U � Y �������� H(U)

� Y0 ����. ��, 	� H ���. �� H |X = h, �� X � Y �����

X = Y . �� Y � X ���, H : Y → Z �����, �� 4.3.1.

� 4.3.1

� i = 1, 2, � Yi � X ���, ����� Hi : Yi → Z �� Hi|X = h,

� Hi(X) = h(X) = X0. �� Hi ��, �� Hi(Yi) = Hi(X) ⊂ Hi(X) = X0
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(��� 2.3.5); ��� X0 = Hi(X) ⊂ Hi(Yi) � Hi(Yi) ��� (��� 3.6.7),

�� X0 ⊂ Hi(Yi). ��, Hi(Yi) = X0. �� H−1
2 ◦ H1 : Y1 → Y2 ����

(H−1
2 ◦H1)|X = iX . � Y1 � Y2 ����. �
������ X ����������. �������������� 3

���.

� 4.3.1 ��� X = (0, 1) ���.

(1)���
 S
1�� R

2��������� Hausdorff��. 	� h : X → S
1

�
� h(t) = (cos 2πt, sin 2πt), t ∈ (0, 1),� h �����,� h 
�� X ���

Y �� (0, 1) ���	���.

(2) ��� Y = [0, 1] �� R ������� X ���. ����� jX :

X → Y 
�� X ���, ���� (0, 1) ��	��	�
�.

(3) I2 = [0, 1] × [0, 1] �� R
2 ������. 	� h : X → I2 �
� h(x) =

(x, sin(1/x)), x ∈ (0, 1), �� Y0 = h(X) ���������
�� (�� 3.3.1).

����� h 
�� (0, 1)�����	�������. ����� (0, 1)��

�����	, ���������
�.

��, �� 3 �������.

�� 4.3.1 ���� X ������� X �������.

�� � X ��� Y , � X ��� Hausdorff�� Y ������. ���

3.6.4, Y ��
�, �� Y ������. ���� 3.5.2, X 	�������.

��, � X �������, ���� 3.8.4,���
� J �� X �
��

��
�� Hausdorff�� [0, 1]J �. ����� 4.3.1, X ����. �
��� 4.3.1, ����������
, ��	�
��������. ��

������ X , �
�
 X ���? ��, �������.

�� 4.3.2 � X �����. �� X ���	������, �� X ��

����.

��, ��������, �
��	�����. ��, ���� Q ��


�� R ����������.

� 4.3.2 ��� n ∈ Z+, ��� R
n �����. ���� R

ω ����

��.

���� x ∈ R
n, ��� (a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (an, bn) ������	 x,

� [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] � x ����, �� R
n �����.

� R
ω ��	 x ������ C, ��� R

ω �����

B = (a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (an, bn) × R × R × · · ·
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�� x ∈ B ⊂ C. ��� πn+1 : R
ω → R, � R = πn+1(B) ⊂ πn+1(C) ⊂ R, ���

3.6.5, R ���, �
.

��� 3.6.5, ��	�����. ���	�		������. �
�, �


�������, ��
��
������	�����.

�� 4.3.2 � f : X → Y �������	�. �� X ������, � Y

	������.

�� ��� y ∈ Y , � x ∈ f−1(y). � X �����, �� x ���� C.

�� f ������, ���� 3.6.5, f(C) � y ����. �
� Hausdorff �������������, �	������ “��” �

��.

�� 4.3.3 ���� Hausdorff ���������.

�� � X ����� Hausdorff ��. � x0 ∈ X , � F � X ���� x0

���, � X �����, �� x0 ���� C. � V = (X − F ) ∩C◦, � V � X

��� x0 ���. �� X � Hausdorff��,�� C � X ����,�� V ⊂ C,

�� V 	���. �� Hausdorff ������
� (��� 3.6.4), �� V �

�
�, ��������. � x0 ∈ V 
�� x0 ��� V − V , ����	�

h : V → [0, 1], �� h(x0) = 0 �� x ∈ V − V 
, h(x) = 1. 	� f : X → [0, 1] �


�

f(x) =

{
h(x), x ∈ V ,

1, x ∈ X − V.

�	�����
�, �� f � V ∩ (X − V ) = V − V ���� 1. ��� 2.4.4

� (5) (����), f ����. �� F ⊂ X − V , �� f(x0) = 0 �� x ∈ F 
,

f(x) = 1. �
�� 4.3.4 (Alexandroff ����, 1924) ���� X ����� Hausdorff

���������� Hausdorff �� Y , ������:

(1) X � Y �����;

(2) Y −X ��	�.

�� 	��. � (X, τ0) ����� Hausdorff ��. Y �
��.

������ X ���, �� ∞. � Y = X ∪ {∞}, Y ���� τ ��: (i)

τ0 ⊂ τ ; (ii) Y − C ∈ τ , �� C � X �����. � τ � Y ���� (���

3.6.2).

��, Y −X ��	�� X � Y ����. �� X � Hausdorff ��, ��

X ������ C ���, �� (Y −C)∩X = X −C ∈ τ0. ��, τ0 = τ |X . � X

� Y �����.

��, �� Y ��� Hausdorff ��.
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Y � Hausdorff ��. � x, y ∈ Y � x �= y. �� x, y ∈ X , ��� X ��

��������� x � y. �� x, y ���� X , ��� x ∈ X, y = ∞. 	

U � x � X �����, ��� 4.3.3, X �����, ��� X ��� V ��

x ∈ V ⊂ V ⊂ U ,�� V ���,�� V � Y − V � Y ����� x � y ���

���.

Y ����. � A � Y ��������, �� A0 ∈ A , �� ∞ ∈ A0. �

Y ���� A0, �� X ����� C �� A0 = Y − C. �� A ����� C,

��� 3.6.1,�� A ������� A ′ �� C, �� A ����� A ′ ∪ {A0}
�� Y .

���. ����� Hausdorff �� Y , ������� (1) � (2). ���

3.6.4, Y ��
��. ���� 3.4.8, X � Hausdorff ��. �� X �����.

���� x ∈ X , Y ������� x ��	� Y −X ������ U �

V . � C = Y − V , � C � Y ����, ��	� Y ����. �� C ⊂ X , ��

C �� X ����� x ∈ U ⊂ C. ��, C � x ����. �
��� 4.3.4 �, � X ������� Hausdorff ��
, � X = Y , �� Y

� X ���, Y �� X �����, Alexandroff ����, � Alexandroff ��.

�� 4.3.1 ���� X ����� Hausdorff������ X �����

� Hausdorff ������.

�� ��� 4.3.4�	��. �������,		����� Hausdorff�

�����������. � X ����� Hausdorff ��, Y � X �����.

��� y ∈ Y , �� y � X ����� C, �� C ∩ Y � y � X ����. ��

� 4.3.3, �� X ��� V �� y ∈ V ⊂ clXV ⊂ C ∩ Y , �� clXV � y � Y �

����. ��, Y �����. �
����� X 
��� Y ,��������: ���
� X ����
�

	����	
���� Y ����. �������	�����.

�� 4.3.2 � X �����, Z � Hausdorff ��, A ⊂ X . ��	� f :

A→ Z ����, �
��� f ������	 g : A→ Z.

�� 	�	� g1, g2 : A → Z � f �	�������	. �� x ∈ A, �

� g1(x) �= g2(x), ���� Z ������� U1, U2 ���� g1(x) � g2(x). �

� g1, g2 �����, �� x � A ���� V �� V ⊂ g−1
1 (U1) ∩ g−1

2 (U2). �
,

V ∩A �= ∅, � y ∈ V ∩A, �

f(y) = g1(y) ∈ g1(V ) ⊂ U1 � f(y) = g2(y) ∈ g2(V ) ⊂ U2.

�� U1 ∩ U2 = ∅ �
. �
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�� 4.3.5 (Stone-Čech����, 1937) �� X �������,��� X

��� Y ����: � X 
��� Hausdorff �������	�������

��	
 Y �.

�� ����� X ��� Y ����: X ����
��
��	���

����	
 Y �.

� {fα}α∈J � X ���
��
��	�����. ��� α ∈ J , �

aα = inf{fα(x) : x ∈ X}, bα = sup{fα(x) : x ∈ X} � Iα = [aα, bα],

� fα(X) ⊂ Iα. ���� Z =
∏

α∈J

Iα, ��
	� h : X → Z �

h(x) = (fα(x))α∈J , x ∈ X.

�� Tychonoff�� (��� 4.2.1), Z ��� Hausdorff��. �� X �����

�, 	�� {fα}α∈J �� X ��	���. ���� 3.8.1 (����), h ���

��. ��� 4.3.1, �� X ��� Y ����� H : Y → Z �� H |X = h.

� f � X ��
��
��	�, ��� β ∈ J �� f = fβ. � g =

πβ ◦ H : Y → Iβ , �� πβ : Z → Iβ ���, �� g ������� x ∈ X , �

g(x) = πβ(h(x)) = fβ(x), � g|X = f . ��, g � f ����	.

��, ������ Y �������. � C ��� Hausdorff ���	�

f : X → C ��.�� C �������,���� 3.8.4,���
� K �� C �

�����
 [0, 1]K . ��� C ⊂ [0, 1]K . ��� α ∈ K, �
	� fα : X → [0, 1]

� fα(x) = πα(f(x)), x ∈ X ,� fα��.������, fα����	 gα : Y → R.

�
	� g : Y → R
K �

g(y) = (gα(y))α∈K , y ∈ Y,

� g ���� x ∈ X 
, g(x) = (gα(x))α∈K = (fα(x))α∈K = f(x), �� 4.3.2. �

��

g(Y ) = g(X) ⊂ g(X) = f(X) ⊂ C = C,

��, g � f ����	. ��� 4.3.2 �����	����. �

� 4.3.2
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�������� X , ���� 4.3.5 ��� Y �� X � Stone-Čech ��,

�� βX .

�� 4.3.2 ���������	� Stone-Čech ������.

�� � X �������, 	 Y1 � Y2 � X �	����� 4.3.5 ���

��. 	 j2 : X → Y2���,� j2��.�	�, j2����	 f1 : Y1 → Y2. ��,

�� j1 : X → Y1 	����	 f2 : Y2 → Y1. ���, ��	� f2 ◦ f1 : Y1 → Y1

��� jX : X → Y1 ����	. ����, ��	� iY1 : Y1 → Y1 	� jX ��

��	. ���� 4.3.2, f2 ◦ f1 = iY1 . ��, f1 ◦ f2 = iY2 . ��� 1.1.2, f1 ���

� f1 = f−1
2 , �� f1 ���. � Y1 � Y2 ��. �

��� 4.3.5, �� X �������, C ��� Hausdorff ��, �����

	� f : X → C ��������	 g : βX → C.

� � 4.3

4.3.1 ��: ����������.

4.3.2 ��: ���� Hausdorff ������	��������.

4.3.3 ��: � X ����� Hausdorff ��, � X ��	���������.

4.3.4 ��: 
 g(x) = cos(1/x) �
��
��	� g : (0, 1) → R �����	


� 4.3.1 � (3) ����. �
������ h : (0, 1) → [0, 1]3, ��	� x, sin(1/x) 


cos(1/x) �����	
� h �
�����.

4.3.5 ��: R ��	����� R
2 �����
 S

1.

4.3.6 ��: Z+ ��	����� R ���� {0} ∪ {1/n : n ∈ Z+}.
4.3.7 � Y ����� X �������. ��: �������	� g : βX → Y ,

��� X ������	�.

4.3.8 ��: ���� [0, ω1) ��	��� Stone-Čech ������.

4.3.9 � X ��
��. �� y ∈ βX −X, � y �� X ������
�.

4.4 ������

������������
��������, ��
�������	�

���	�
	��. �����	�������, ������, ��
��


�����������	
�����. ���������������

��.

�� 4.4.1 � (X, d) �����, {xn} � X ����. ����� ε > 0,

�� k ∈ Z+, ��� n,m > k 
, � d(xn, xm) < ε, �� {xn} ��� (Cauchy)

��.
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��, ���� (X, d) ����	��������������.

��������������.

� 4.4.1 ��� x, y ∈ R, �


d1(x, y) = |x− y|, d2(x, y) =
∣∣∣∣ x

1 + |x| −
y

1 + |y|
∣∣∣∣,

� d1 � R ������, d2 � R �������.

��, f : R → (−1, 1) �
� f(x) = x/(1 + |x|) ���	�, �� d2 ���

����� R������.�� {n}�� (R, d1) ������,�� (R, d2) �

�����. �
�, ��

d2(n+ l, n) =
∣∣∣∣ n+ l

1 + n+ l
− n

1 + n

∣∣∣∣ =
l

(1 + n+ l)(1 + n)
<

1
n
,

����� ε > 0,	� n > [1/ε]
 ([1/ε]���	� 1/ε�����), � l ∈ Z+,

�� d2(n+ l, n) < ε,���� {n}��� d2 ������. ��, (R, d2)���

��� {n} �	�. ���, �����������, ����		�	���.

�� 4.4.2 � (X, d)�����. �� X ���������	��,��

(X, d) ������� (complete metric space).

����
����	�
�, 
�� R �������.

� 4.4.2 � R �
���������. (−1, 1) �� R ��������

���.

R��� (−1, 1). �� {n/(n+ 1)}� R�,	� (−1, 1)������. ��

R�	�, �� (−1, 1)��	�. ������������������, �


	���������������.

� 4.4.3 n 
���� R
n �������.

� d � R
n �����, {xi} � R

n ������, ����� i ∈ Z+, �

xi = (xi1, xi2, · · · , xin). ��� k � n 
�� i, j ∈ Z+,

|xik − xjk| �

√√√√ n∑
k=1

(xik − xjk)2 = d(xi, xj).

��, ���� k � n, �� {xik} �
�� R ������, �� {xik} 	�, �

��
�� yk ∈ R. � y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ R
n.

��� ε > 0 
�� k � n, �� {xik} 	�� yk, ����� mk, ���

i > mk 
, � |xik − yk| < ε/
√
n. � m = max{mk : k � n}. ��� i > m, �

d(xi, y) =

√√√√ n∑
k=1

(xik − yk)2 <

√√√√ n∑
k=1

ε2

n
= ε.
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����� {xi} 	�� y, �� R
n ����.

�� 4.4.1 (Cantor ��, 1930) ���� (X, d) �������� X ��

�����	��������� {Fn}n∈Z+ ����	�:

(i) Fn+1 ⊂ Fn, n ∈ Z+;

(ii) lim
n→∞diam(Fn) = 0.

�� ����� (X, d) ����, {Fn}n∈Z+ � X ����� (i) � (ii) �

�����. ��� n ∈ Z+, �� xn ∈ Fn, ��� {xn} �����. �
�, �

��� ε > 0, � (ii), ����� k, ��� n > k 
, � diam(Fn) < ε. ���

n,m > k 
, � (i), xn, xm ∈ Fk+1, �� d(xn, xm) � diam(Fk+1) < ε.

�� (X, d) ����, ��� {xn} 	�� x ∈ X . ���� k ∈ Z+, ��

{xn : n � k} ⊂ Fk � Fk ���, �� x ∈ Fk. � x ∈ ⋂
k∈Z+

Fk. �� y ∈ ⋂
k∈Z+

Fk,

� (ii), ���� ε > 0, ����� n0, ��� n > n0 
, � diam(Fn) < ε. �

� x, y ∈ Fn, �� d(x, y) � diam(Fn) < ε. �� ε ����, � d(x, y) = 0, ��

x = y. �
⋂

n∈Z+

Fn ��	�.

��, � {xn} ����� (X, d) ������. ��� k ∈ Z+, �����

nk, ��� m,n � nk 
, � d(xn, xm) < 1/2k. ��� nk � nk+1, k ∈ Z+.

��� k ∈ Z+, �

Fk = B(xnk
, 1/2k−1),

� diam(Fk) � 1/2k−2. �� lim
k→∞

diam(Fk) = 0. � y ∈ Fk+1, � nk ���, �

d(y, xnk+1) � 1
2k
, d(xnk

, xnk+1) <
1
2k
,

��

d(y, xnk
) � d(y, xnk+1) + d(xnk+1 , xnk

) <
1

2k−1
,

�� y ∈ Fk, � Fk+1 ⊂ Fk. �������� {Fn}n∈Z+ ���� (i) � (ii). �

	�, � {x} =
⋂

k∈Z+

Fk. �� {xn} 	�� x.

� k ∈ Z+, �� x ∈ Fk, �� d(x, xnk
) � 1/2k−1. � n > nk 
, d(xn, xnk

) <

1/2k, ��

d(xn, x) � d(xn, xnk
) + d(xnk

, x) <
1
2k

+
1

2k−1
<

1
2k−2

,

���� {xn} 	�� x. � (X, d) �������. �
�� 4.4.2 � (X, d) �������, ������ (A, dA) ������

�� A � X ����.
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�� ������ (A, dA) ����. � x ∈ A, ��� n ∈ Z+, � Fn =

A ∩Bd(x, 1/n), � {Fn}n∈Z+ ���� A �������. ��, ����� 4.4.1

���� (i) � (ii). �� (A, dA) ����, ���� 4.4.1,
⋂

n∈Z+

Fn ��	�. �

�
⋂

n∈Z+

Fn = {x}, �� x ∈ A. � A = A.

��, � A � X ����� {xn} � A ������, � {xn} 	� X ��

����, �� {xn} � X �	�. �� A � X ����, �
�	�� A. �

(A, dA) ����. �

�� R����,�����. 

����������? ������

���. ��, ������.

�� 4.4.3 � (X, d)�����. ����� ε > 0,��� ε������

� X �����, ������ (X, d) ������ (totally bounded).

��, ��������
����
�, ��		��. ��

�
��

d(a, b) = min{|a− b|, 1} ��, 
�� R ��
�, ������
�.

�� 4.4.3 ���� (X, d) ������� (X, d) ����
�����

��.

�� ����� (X, d) ���. ��� X ����. � X ������

{Fn}n∈Z+ ���� 4.4.1��� (i) � (ii), ��� 4.2.1��� (ii), �
⋂

n∈Z+

Fn �

�	�. ��, X �������. ��� X ����
�. ��� ε > 0, � X

��� ε ��������� {B(x, ε) : x ∈ X} � X ����, �������,

�� X ����
�.

��, � (X, d) ����
�������. �� (X, d) ���. ����

4.1.3, 		�� (X, d) �����. �� X ����, �		�� X �����

����������.

� {xn} � X ����. � X ����
�, � ε = 1, ����	� 1 �

���� (����) �� X , ��
�����
��, �� B1, ������

xn. � J1 = {n ∈ Z+ : xn ∈ B1}, � J1 � Z+ �����. ��, ����	�

1/2 ���� X , �� J1 ����, ��
�����
��, �� B2, ����

�� xn, n ∈ J1. � J2 = {n ∈ J1 : xn ∈ B2}, � J2 � J1 �����. ���, �

k ∈ Z+,���	� 1/k �� Bk,�� Jk = {n ∈ Jk−1 : xn ∈ Bk}����. ��,

��� nk ∈ Jk �� nk < nk+1, k ∈ Z+. ��� {xn} ���� {xnk
}, � i, j � k


, � ni, nj ∈ Jk, �� xni , xnj ∈ Bk, �� d(xni , xnj ) < 2/k. ������ {xnk
}

�����. �
�� 4.4.4 � X �����. �� X ����������������
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�, �� X � Baire��.

��� 2.3.6,� G ⊂ X , G = X ⇔ (X −G)◦ = ∅. ��,���� X � Baire

������� {An}n∈Z+ � X ����������, �

( ⋃
n∈Z+

An

)◦
= ∅.

�� 4.4.4 (Baire ��, 1914) ������� Baire��.

�� � (X, d) �������, {Gn}n∈Z+ � X �������. � G =⋂
n∈Z+

Gn. �� G = X , 	���� X �������� U , � G ∩ U �= ∅.

� U � X ������. �� G1 = X ,�� U ∩G1 �= ∅,� x1 ∈ G1 ∩U ,�

��� ε1 < 1/22, �� B(x1, ε1) ⊂ G1 ∩ U . �� G2 = X � B(x1, ε1) � X ��

����, �� B(x1, ε1)∩G2 �= ∅, � x2 ∈ G2 ∩B(x1, ε1), ���� ε2 < ε1/2,�

� B(x2, ε2) ⊂ B(x1, ε1)∩G2. ��, B(x2, ε2) ⊂ B(x1, ε1)∩G2 ∩U . �����
,

�
 X ���� {Fn = B(xn, εn)}n∈Z+ ��: ��� n ∈ Z+,

(i) Fn+1 ⊂ Fn;

(ii) diam(Fn) < 1/2n;

(iii) Fn ⊂ Gn ∩ U .

���� 4.4.1, �
⋂

n∈Z+

Fn �= ∅. �� (iii),

⋂
n∈Z+

Fn ⊂
⋂

n∈Z+

(Gn ∩ U) = G ∩ U,

�� G ∩ U �= ∅. �
�� 4.4.5 ���� Hausdorff ��� Baire ��.

�� � X ����� Hausdorff��, {Gn}n∈Z+ � X �������. �

G =
⋂

n∈Z+

Gn. ���� X �������� U , G∩U �= ∅. ��� 4.3.3, X ��

���. ��� 4.4.4 ����
�
, �����
����, ��
 X ���

���� {Cn}n∈Z+ ��: ��� n ∈ Z+,

(i) Cn+1 ⊂ Cn;

(ii) Cn ⊂ Gn ∩ U .

� C1���
�� 4.2.1,
⋂

n∈Z+

Cn �= ∅. �� (ii),
⋂

n∈Z+

Cn ⊂ G∩U ,�� G∩U �= ∅.

�
���� Baire������
. �������.

�� 4.4.1 Baire���������� Baire��.

�� � Y � Baire �� X �����. 	 {An}n∈Z+ � Y �����
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�����. �� intY

( ⋃
n∈Z+

An

)
�= ∅, �� Y � X ����, ��� X �( ⋃

n∈Z+

An

)◦
�= ∅. �� X � Baire ��, �� n ∈ Z+, �� A−◦

n �= ∅. �� A−◦
n

� X ���� An ������, �� ∅ �= A−◦
n ∩ An ⊂ An ∩ Y = An (���

2.4.2), �� intY (An) = ∅ �
. � intY

( ⋃
n∈Z+

An

)
= ∅. ��, Y � Baire��.

�
�� 4.4.6 � {fn} � Baire �� X 
���� (Y, d) ���	��. �	

� f : X → Y ����� x ∈ X ,�� {fn(x)} 	�� f(x), ��� f ���	�

����� X ���.

�� ��� ε > 0 
 n,m ∈ Z+, �� {fn} ���	��, ���� {x ∈
X : d(fn(x), fm(x)) � ε} � X ����. � i ∈ Z+, �

Ai(ε) =
⋂

n,m�i

{x ∈ X : d(fn(x), fm(x)) � ε},

� Ai(ε) � X ����, � Ai(ε) ⊂ Ai+1(ε).

���� x0 ∈ X , ���� {fn(x0)} 	�� f(x0), �� {fn(x0)} ����
�, ���� i ∈ Z+, �� x0 ∈ Ai(ε). ��,

⋃
i∈Z+

Ai(ε) = X .

�

U(ε) =
⋃

i∈Z+

A◦
i (ε).

(1) U(ε) � X ������.

� V � X �������, ���� 4.4.1, V � Baire��. ��⋃
i∈Z+

(V ∩Ai(ε)) = V ∩X = V,

��� V ∩Ai(ε)� V ���,���� i0 ∈ Z+,�� intV (V ∩Ai0 (ε)) �= ∅,��

intV (V ∩Ai0 (ε))	� X �����,�� intV (V ∩Ai0 (ε)) ⊂ V ∩A◦
i0

(ε) ⊂ V ∩U(ε),

� U(ε) = X .

�� X � Baire ��, C =
⋂

n∈Z+

U(1/n) � X �����.

(2) 	� f ��� C ���	���.

���� ε > 0 
��� x0 ∈ C, �� k ∈ Z+, �� 1/k < ε/3. ��

x0 ∈ U(1/k), �� i ∈ Z+, �� x0 ∈ A◦
i (1/k). �� fi ��, �� x0 ����

W ⊂ Ai(1/k)��� x ∈ W 
,� d(fi(x0), fi(x)) < ε/3. ���� n > i
 x ∈ W ,
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�� W ⊂ Ai(1/k), d(fn(x), fi(x)) � 1/k. � n→ ∞,� d(f(x), fi(x)) � 1/k < ε/3.

�� x0 ∈W , �� d(f(x0), fi(x0)) < ε/3. ��, � x ∈W , �

d(f(x), f(x0)) � d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fi(x0)) + d(fi(x0), f(x0)) < ε.

� f � x0 ��. �

� � 4.4

4.4.1 ��: R
n �������������.

4.4.2 � (X, d) �����. �� X ������ {xn} ��	 x0, � {xn} 	��
x0.

4.4.3 � X �����.

(1) ��: ����� ε > 0, X ���� ε ����������, � X ����.

(2) 	���� x ∈ X, �� ε > 0, ������ B(x, ε) ������. ����, X

		����.

4.4.4 ��: �� X ����	 x ����� Baire ��, � X � Baire ��.

4.4.5 ��: ������
�� R ����� Baire ��.

4.4.6 (������) � (X, d) �������. ��	� f : X → X ��: ���

� α < 1, ������ x, y ∈ X, � d(f(x), f(y)) � αd(x, y), ������� x ∈ X, ��

f(x) = x.

4.4.7 � (X, dX) � (Y, dY ) ������, Y ����. �� A ⊂ X � f : A → Y

����, �� f ������	�������	� g : A→ Y .

4.4.8 (Peano ����, 1890) � I = [0, 1]. ��: ������	� f : I → I2. f �

����������� Peano ��.

4.5 � � � �

�
��� T2 �������������, ��
������. ���

���������������������, ���	
���, �� T2 �

�����
��. �����
�����������������
. ��

����� (�
) �����������.

�� 4.5.1 � X �����, A � X ����. ������ x ∈ X , �

� x ���
�� A ���� (��) ����, �� A ����� (��) �.

�� X �������� (�
)������ σ ���� (σ ��)���.

��, �
��������������� σ �
�.

�� 4.5.1 � X �����. � A � X ��������, �

(1) A �����������;
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(2) A ���������� A = {A : A ∈ A } 	������;

(3) ∪{A : A ∈ A } = ∪{A : A ∈ A }.
�� (1) ����.

(2) � x ∈ X 
 x ���� U , � A ∈ A , ��� 2.3.1, � U ∩ A = ∅ ⇔
U ∩A = ∅, �� U 
�� A ������������� U 
�� A ���

������. ��, A ������.

(3) ��, ∪{A : A ∈ A } ⊂ ∪{A : A ∈ A }. ���������. � x /∈ ∪{A :

A ∈ A },�� A ������, �� x��� V �� A ���������, �

�� Ai, i � m. �� x /∈ ⋃
i�m

Ai,� U = V ∩
(
X − ⋃

i�m

Ai

)
,� U � x�����

�� A ∈ A , � U ∩A = ∅. ��, U ∩ (∪{A : A ∈ A }) = ∅. � x /∈ ∪{A : A ∈ A },
� ∪{A : A ∈ A } ⊂ ∪{A : A ∈ A }. �
�� 4.5.1 � A ����� X ���������. � A ′ ⊂ A , �

∪{A : A ∈ A ′} � X ���.

�� 4.5.2 � X �����, U , V �� X ���. ����� V ∈ V , �

�� U ∈ U �� V ⊂ U , �� V �� U , � V � U ���; ���� V ��

����� (�) �, �� V � U �� (�) ��.

�� 4.5.3 (J. Dieudonné, 1944) � X �����. �� X �������

���������
, �� X �����.

��, ��������. �������. ���������
����

������. �����������	����������������

����
, �����������.

�� 4.5.1 ���� X ������������������.

�� 	������, �����. � X ���������, �����

�. �� X ������ U �������. � X ����, U ������

���
 V . ��, V 	�������. ��, ��� V ����� {Vn}n∈Z+ ,

���� Vn − ⋃
i<n

Vi �= ∅, n ∈ Z+. �� xn ∈ Vn − ⋃
i<n

Vi, n ∈ Z+. �� X ���,

�� {xn} � X ���	 x, � x ��
�������� xn, ������ Vn

��. �� V �������
. �
�� 4.5.2 ���������������.

�� � Y ����� X �����. V = {Vα : α ∈ J} ���� Y ��

��. ��� α ∈ J , �� X ��� Uα �� Vα = Uα ∩ Y . �� U = {Uα : α ∈
J} ∪ {X − Y }� X ����,� X ����, �� X �������� W �


U . ��, {W ∩ Y : W ∈ W } ���� Y ���������
 V , �� Y ��
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���. �
���������			�����. ����� [0, ω1]����, ���

����. ������ [0, ω1) ��������� (�� 4.1.1), ��� 4.5.1,

[0, ω1) ������.

�� 4.5.3 Hausdorff �������
��.

�� � X � Hausdorff �����. �� X �����. � F � X ��

���
 x ∈ X − F . ��� y ∈ F , �� X � Hausdorff ��, �� X ����

��� Uy, Wx ����	 y, x, �� Uy ∩Wx = ∅ (��� 2.3.1), �� x /∈ Uy.

� U = {Uy : y ∈ F} ∪ {X − F}, � U � X ����. �� X �����, ��

X �������� V �
 U . � V1 = {V ∈ V : V ∩ F �= ∅},� V1 �� F . �

U =
⋃

V ∈V1

V , � U � X ��� F ���. �� V ������, ���� 4.5.1

� (1) � (3), � U =
⋃

V ∈V1

V . �� x ∈ U , ��� V ∈ V1 �� x ∈ V . � V1 ��


, �� y ∈ F �� V ⊂ Uy, �� x ∈ Uy. ��
�� x /∈ U . � X �����

� U , X − U ���� F , x. ��, X �����.

�� X ��
��. � A, B � X ��������. � X ����, ��

� x ∈ B,�� X ������� Ux, Vx �� A ⊂ Ux, x ∈ Vx. �
, A∩ V x = ∅.

� V = {Vx : x ∈ B} ∪ {X −B}, � V � X ����, ���� X ������

�� W �
 V . �

W1 = {W ∈ W : W ∩B �= ∅}, V =
⋃

W∈W1

W,

� V � X ��� B �������� 4.5.1, V =
⋃

W∈W1

W . ��� W ∈ W1, �

A∩W = ∅,�� A∩ V = ∅. � U = X − V , � U , V � X ����� A, B ��

����, �� X ��
��. �
����, ����������������. �� 3.6.3 ��, Hausdorff

�����������. �������������. ��, �� X = {0} ∪
{1/n : n ∈ Z+} ��
�� R ������� Hausdorff ��, X ���� K =

{1/n : n ∈ Z+} ��
��, ���������, �� K �� X ����.

��������������.

�� 4.5.4 (E. Michael, 1953) � X �����. ������:

(1) X �����;

(2) X �������� σ �������
;

(3) X ��������������
;

(4) X ���������������
.
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�� (1) ⇒ (2). ����.

(2) ⇒ (3). � U � X ��������, 	 V =
⋃

n∈Z+

Vn � U � σ ���

����
, ���� Vn (n ∈ Z+) � X ���������.

��� i ∈ Z+, � Vi =
⋃

V ∈Vi

V . ��� n ∈ Z+ 
 V ∈ Vn, � W (n, V ) =

V − ⋃
i<n

Vi, �

Wn = {W (n, V ) : V ∈ Vn}, W =
⋃

n∈Z+

Wn.

�� W � X �������. � x ∈ X , �� V � X ���, �����

��� n, �� x ∈ Vn. �� V ∈ Vn �� x ∈ V , �� x ∈ W (n, V ) ∈ W . ��

�� k > n 
 V ′ ∈ Vk, � V ∩W (k, V ′) ⊂ Vn ∩ (X − Vn) = ∅. ��, W (n, V ) �

Wk (k > n) ����������. � i � n, �� Vi ������, �� x ��

� Ui �� Vi ��������, �� Ui 	�� Wi ��������. �

U = W (n, V ) ∩ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un,

� U � x ���, �� W ��������.

��, W � U ��
. (3) ��.

(3) ⇒ (4). � U = {Uα : α ∈ J} � X ��������. ��� x ∈ X , ��

α ∈ J �� x ∈ Uα. � X ����, �� x ���� Vx �� V x ⊂ Uα.

� V = {Vx : x ∈ X}, � V � U ���
. V ��������
 W . �

W1 = {W : W ∈ W }, ���� 4.5.1 � (2), � W1 � U ��������
.

(4) ⇒ (1). � U � X ��������. � U ������
� V = {Vt :

t ∈ T }.
��� x ∈ X , � V ������, �� x ���� Ax �� V �����

���. � A = {Ax : x ∈ X}, � A � X ����, �����������


F .

��� t ∈ T , �

Wt = X − ∪{F ∈ F : F ∩ Vt = ∅}.

�� F � X ���������, ���� 4.5.1 � (3), Wt � X �����

Vt ⊂Wt. �� F ∈ F , �

Wt ∩ F �= ∅ ⇔ Vt ∩ F �= ∅. (4.5.1)

�� V � U ��
, ��� t ∈ T , ���� Ut ∈ U �� Vt ⊂ Ut. � W ′
t =

Wt ∩ Ut. � W ′ = {W ′
t : t ∈ T } � U ���
. �� W ′ ������.
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� x ∈ X , � F ������, �� x ��� O �� F ��������

�, ��� Fi, i � m. �� F � A ��
, ����� i � m, �� Axi ∈ A �

� Fi ⊂ Axi . ���� Axi �� V ��������, ���� Fi �� V ��

��� Vt ��. �� (4.5.1),�� Fi ����� Wt ��. �� O ⊂ ⋃
i�m

Fi,��

x ��� O ����� Wt ��, ������� W ′
t ��. �

�� 4.5.2 ��� Lindelöf ������.

� 4.5.1 	���������		�����.

� Rl ������� (�� 2.2.4 (2)). �� Rl ���� Lindelöf�� (��

3.7.2). ��� 4.5.2, Rl �����. �� Rl ×Rl ���
�� (�� 3.4.3),��

� 4.5.3, Rl × Rl ������.

������� Stone ����������������. ���	��

������������
�.

����� (X, d) ����� A, B, �
 A � B ����� d(A, B) �

d(A, B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

�� 4.5.5 (Stone ��, 1948) ����������� σ �
���
.

�� � (X, d)�����, U = {Uα : α ∈ J}� X ����.��� α ∈ J ,

n ∈ Z+, �

Uα,n = {x ∈ X : B(x, 1/2n) ⊂ Uα}, (4.5.2)

� Uα =
⋃

n∈Z+

Uα,n, �� x ∈ Uα,n ���� d(x, X − Uα,n) � 1/2n.

�� x ∈ Uα,n, y /∈ Uα,n+1, �

d(x, y) >
1

2n+1
. (4.5.3)

�
�, � x ∈ Uα,n, y /∈ Uα,n+1 
, � (4.5.2),

d(x,X − Uα) � 1
2n
, d(y,X − Uα) <

1
2n+1

.

��

d(x,X − Uα) − d(y,X − Uα) >
1
2n

− 1
2n+1

=
1

2n+1
,

��� 3.1.6 ���, �

d(x, y) � |d(x,X − Uα) − d(y,X − Uα)| > 1
2n+1

.
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� Zermelo ����, ��
� J ���. ��� α ∈ J , n ∈ Z+, �

U∗
α,n = Uα,n −

⋃
γ<α

Uγ,n+1. (4.5.4)

��� α, β ∈ J, α �= β, � α < β � α > β, � (4.5.4),

U∗
β,n ⊂ X − Uα,n+1 � U∗

α,n ⊂ X − Uβ,n+1. (4.5.5)

�� x ∈ U∗
α,n, y ∈ U∗

β,n,� (4.5.4)� (4.5.5)	�,�� α < β
, x ∈ Uα,n, y /∈
Uα,n+1; � α > β 
, y ∈ Uβ,n, x /∈ Uβ,n+1. ��� (4.5.3), �� d(x, y) > 1/2n+1,

�

d(U∗
α,n, U

∗
β,n) � 1

2n+1
. (4.5.6)

���� x ∈ X , � α = min{γ ∈ J : x ∈ Uγ}, � x ∈ Uα. ���� n ∈ Z+,

� x ∈ Uα,n. � (4.5.4), x ∈ U∗
α,n. �
��⋃

α∈J,n∈Z+

U∗
α,n = X. (4.5.7)

���� α ∈ J, n ∈ Z+, �

U+
α,n =

{
x ∈ X : d(x, U∗

α,n) <
1

2n+3

}
.

��

U∗
α,n ⊂ U+

α,n ⊂ Uα. (4.5.8)

� (4.5.6) 

����, �� 4.5.1,��� α, β ∈ J, α �= β,

d(U+
α,n, U

+
β,n) � 1

2n+2
.

� 4.5.1

��� x ∈ X, B(x, 1/2n+3) 
�� Vn = {U+
α,n : α ∈ J} ��������,

�� Vn � X ��
���. �� (4.5.7)� (4.5.8), V =
⋃

n∈Z+

Vn � U � σ �


��
. �



4.6 Bing-Nagata-Smirnov ����� · 113 ·

�� 4.5.3 ���������.

� � 4.5

4.5.1 ��: �����������������.

4.5.2 ��: Lindelöf ��������������.

4.5.3 ��: ���� X ���������� X �������������.

4.5.4 � T1 �� X ���������������
. ��: X ��
��.

4.5.5 � X � Hausdorff ���������. ��: X ��������� X �

Lindelöf ��.

4.5.6 � X �����. ��:

(1) � X �������������, � X ����;

(2) � X �������������, ������������ X, � X ����.

4.5.7 (A. Stone, 1948) ��: ���������������� σ �
���
.

4.6 Bing-Nagata-Smirnov�����

� 3.8��� Urysohn���������������������, ��

�����,�
	����.��,���� (���������) 	��,��


���	�	 (�������). ��������������	����

��������. R. H. Bing (
, 1914∼1986),� J. Nagata (�, 1925∼2007), Ju.

M. Smirnov (�, 1921∼) ��
 σ �
�� σ ������
 Urysohn ����

��������,�����������. �
���� Bing-Nagata-Smirnov

�����. �������
���.

�� 4.6.1 � X �����, A ⊂ X . �� A� X ���������, �

� A � X � Gδ �. �� A � X ���������, �� A � X � Fσ �.

��, ���� X ��� A� Gδ ����� X −A� Fσ �. ��,���

�������� Gδ � (��� 4.6.1).

�� 4.6.1 � X ��� σ ����������, � X ��
�� X �

������ Gδ �.

�� ������ X �� σ ������, �� X �������� σ

�������
, ��� 4.5.4, X �����. ���� 4.5.3, X ��
��.

� B =
⋃

n∈Z+

Bn � X � σ �����, ���� Bn ������. � W

� X ���. ��� n ∈ Z+, �

Un = ∪{B ∈ Bn : B ⊂W}.
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��� 4.5.1, Un ⊂ W . ��,
⋃

n∈Z+

Un ⊂ W . ����, ��� x ∈ W , � X �

���, �� B ∈ B �� x ∈ B ⊂ B ⊂ W , ���� n ∈ Z+, � B ∈ Bn, ��

x ∈ Un. ��, W ⊂ ⋃
n∈Z+

Un. �
��� W =
⋃

n∈Z+

Un. � X ������ Fσ

�, �� X ������ Gδ �. �
�� 4.6.2 � X ��
��. � A � X ��� Gδ �, �����	�

f : X → [0, 1], �� x ∈ A ���� f(x) = 0.

�� �� A� X � Gδ �,�� X ���� {Un}n∈Z+ ,�� A =
⋂

n∈Z+

Un.

��� n ∈ Z+, A ⊂ Un, � Urysohn ��, ����	� fn : X → [0, 1], ���

x ∈ A 
, fn(x) = 0; � x /∈ Un 
, fn(x) = 1. �
	� f : X → [0, 1] �

f(x) =
∞∑

n=1

1
2n
fn(x), x ∈ X.

���
∞∑

n=1
(1/2n)�	��, 	����

∞∑
n=1

(1/2n)fn(x)� X ���	�. ���

�	��� (���� 3.1.8
�� 3.1.7), f ��. ��, � x ∈ A 
, f(x) = 0; �

x /∈ A 
, f(x) > 0. �
� U ����� X ���, � x ∈ X , �

st(x,U ) = ∪{U ∈ U : x ∈ U}.

�� 4.6.1 (Bing-Nagata-Smirnov�����, 1950, 1951) ����� X ,�

�����:

(1) X �������;

(2) X �� σ �
��;

(3) X �� σ ������.

�� (1) ⇒ (2).� (X, d)�����. ��� n ∈ Z+,� Un = {B(x, 1/2n) :

x ∈ X}. ��, ��� x ∈ X , st(x,Un) ⊂ B(x, 1/n). � Stone �� (���

4.5.5), Un �� σ �
���
 Vn. �� Vn �
 Un, ��� x ∈ X , st(x,Vn) ⊂
st(x,Un). � V =

⋃
n∈Z+

Vn. ��� x ∈ X 
���� x ��� U , �� n ∈ Z+

� x ∈ B(x, 1/n) ⊂ U , � Vn �����	 x ��� V , � V ⊂ st(x,Vn) ⊂
st(x,Un) ⊂ B(x, 1/n), �� x ∈ V ⊂ U . ��, V � X � σ �
�.

(2) ⇒ (3). ���.

(3) ⇒ (1). ����� X �� σ ����� B =
⋃

n∈Z+

Bn, ���� Bn �

�����. ��� 4.6.1 ��� 4.6.2,��
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(i) �� W � X ����, �����	� f : X → [0, 1], �� x ∈ W ��

�� f(x) > 0.

(ii) �����
� J ⊂ Z+ × B, �� X ��������� [0, 1]J .

��� n ∈ Z+ 
��� B ∈ Bn,� (i),����	� fn,B : X → [0, 1/n],�

� x ∈ B ���� fn,B(x) > 0. ���� x0 ∈ X 
 X ���� x0 �����

A, �� n ∈ Z+ 
 B ∈ Bn �� x0 ∈ B ⊂ X − A, �� fn,B(x0) /∈ fn,B(A). ��

��	�� {fn,B : n ∈ Z+, B ∈ Bn} �� X ��	���. � J = {(n,B) : n ∈
Z+, B ∈ Bn}, � J ⊂ Z+ × B. �
	� F : X → [0, 1]J �

F (x) = (fn,B(x))(n,B)∈J , x ∈ X.

���� 3.8.1 (����), ��� [0, 1]J ������, 	� F �����.

(iii) ��� [0, 1]J �������, 	� F �����.

	� F ����. � ρ � R
J ������ (��
 3.8.1). ���� x =

(xα)α∈J , y = (yα)α∈J ∈ [0, 1]J ,

ρ(x, y) = sup{|xα − yα| : α ∈ J}.

��� 3.8.3, ρ 
�� [0, 1]J ����
�������. ��, �������,

	� F � X ����	� [0, 1]J ���� Z = F (X) ����. �� F ��.

��� x0 ∈ X , ��� ε > 0 
 n ∈ Z+, �� Bn ������, �� x0 �

�� Un �� Bn ��������, ���� Bn,i, i � k. � B = Bn,i, � fn,B

����, �� x0 ��� Vn,B ⊂ Un, ��� x ∈ Vn,B 
, �

|fn,B(x) − fn,B(x0)| < ε

2
. (4.6.1)

� Vn = ∩{Vn,B : B = Bn,i, i � k}, � Vn � x0 ���, �� x ∈ Vn 
 B ∈ Bn


,� (4.6.1)���. �		��
,�� B ∈ Bn −{Bn,i : i � k},� Vn ∩B = ∅,

� fn,B ��
, � x ∈ Vn 
, fn,B(x) = 0.

�� m ∈ Z+, �� 2/m < ε. � W =
⋂

i�m

Vi, � W � x0 ���. ���

x ∈W 
 (n,B) ∈ J , �� n � m, � (4.6.1) ���; �� n > m, �

|fn,B(x) − fn,B(x0)| � 1
n
<

1
m
<
ε

2
.

��

ρ((F (x), F (x0)) = sup{|fα(x) − fα(x0)| : α ∈ J} � ε

2
< ε.

��, F ����. � F : X → [0, 1]J �����. ��, X �������. �
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�� 4.6.1� (1) ⇔ (2)�� Bing�����, (1) ⇔ (3)�� Nagata-Smirnov

�����.

�� 4.6.2 � X �����. ����� x ∈ X , �� x ��� U �� X

����������, �� X ��������.

�� 4.6.2 (Smirnov�����, 1951) ���� X ����������

X � Hausdorff, ������������.

�� 	��
	�� 3.4.6 
�� 4.5.3. �������.

� X � Hausdorff, ������������. ��� 4.5.3, X ��
�.

�� Bing-Nagata-Smirnov�����, 		� X �� σ ������.

�� X ���������, � U ������������ X ���,

�� X ����, U ���������
 V . ��� V ∈ V , ��� 3.1.4, V

������. � dV ���� V ����. ��� x ∈ V, ε > 0, � BV (x, ε) =

{y ∈ V : dV (x, y) < ε}, � BV (x, ε) � V ����, ��	� X ����.

��� m ∈ Z+, � Am = {BV (x, 1/m) : x ∈ V ∈ V }, � Am � X ����.

� X ����, Am ���������
 Bm. � B =
⋃

m∈Z+

Bm,� B � X �

σ ��������. �� B � X ��.

� x ∈ X 
 U � x���.�� V � X �������, x��� V ���

����,��� V1, V2, · · · , Vk. ��� i � k, Vi∩U ���� Vi� x���,��

�� εi > 0,�� BVi(x, εi) ⊂ Vi∩U . ��m ∈ Z+,�� 2/m < min{ε1, ε2, · · · , εk}.
�� Bm � X ���, ���� B ∈ Bm, �� x ∈ B. ��� Bm �
 Am, �

� V ∈ V 
 y ∈ V , �� B ⊂ BV (y, 1/m). �� x ∈ B ⊂ BV (y, 1/m), �� x ∈ V ,

���� j � k, �� V = Vj . ���� z ∈ BV (y, 1/m), �

dV (x, z) � dV (x, y) + dV (y, z) <
2
m
< εj ,

� BV (y, 1/m) ⊂ BV (x, εj). ��

x ∈ B ⊂ BV (y, 1/m) ⊂ BV (x, εj) = BVj (x, εj) ⊂ U.

� B =
⋃

m∈Z+

Bm � X � σ ������. �

�� 4.6.1 � X ���� Lindelöf ��. �� X ��������, � X

���������.

�� ��� 4.5.2, X �����, �� X �������. ���� 3.8.3,

X ���������. �
� 4.6.1 ���� [0, ω1) �������������.
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���� x ∈ [0, ω1), x ���� [0, x] ����������, �� [0, x] �

����,�������� (��� 3.4.7��� 3.8.5). �� [0, ω1) �����

���. �� 4.1.1 ��� 4.1.3, [0, ω1) �������. ����� 4.6.2, [0, ω1)

������.

� � 4.6

4.6.1 ��: ����������� Gδ �.

4.6.2 

�� 3.7.6 ����
, ����: �� σ ������������
�.

4.6.3 ����� X ������� Gδ �. � X ��
��, � X �������

�
�.

4.6.4 ��: ���� [0, ω1) ������	���� [0, ω1) � Fσ �.

4.6.5 �����
�����, ������.



�5� ��������

�������, ���������������. ����� R
m ���

����
dx
dt

= Φ(x)

����� x(0) = x0. �� Φ(x)�������, ��� ϕ(t, x0)�����, �

������ t ∈ R� x0 ∈ R
m ���.� x0 �� x,� ϕ(t, x)��������

(1) ϕ(0, x) = x, ∀ x ∈ R
m;

(2) ϕ(s+ t, x) = ϕ(s, ϕ(t, x)), ∀ s, t ∈ R, x ∈ R
m.

���� (1) � (2) ��� ϕ : R × R
m → R

m �� R
m ��������. ��

�� x ∈ R
m, �� {ϕ(t, x) : t ∈ R} ������ ϕ ��� x ���. 19 ���

��, J. H. Poincaré (�, 1854∼1912)����������������.

��������,������������ ϕ : R×X → X ,�� X ��

���. � ϕ ��� X ������, �� ϕ �������

(3) ϕ(0, x) = x, ∀ x ∈ X ;

(4) ϕ(s+ t, x) = ϕ(s, ϕ(t, x)), ∀ s, t ∈ R, x ∈ X .

20 ���, G. D. Birkhoff (�, 1884∼1944)���������������

��.

� ϕ ����� X ������, ∀ n ∈ Z, � ϕn(x) = ϕ(n, x) ������

� ϕn : X → X ����

(5) ϕ0 = iX ;

(6) ϕn+m = ϕn ◦ ϕm, ∀ n,m ∈ Z.

�� ϕ����� ϕ−1,�� ϕ���. ���,������ f : X → X ,���

����� {fn}n∈Z, ���� f0 = iX , f
k = fk−1 ◦ f, f−k = (f−1)k, ∀ k ∈ Z+.

��, ��������

(7) f0 = iX ;

(8) fn+m = fn ◦ fm, ∀ n,m ∈ Z.

����������	���������������. �������

� f : X → X , �������� {fn}n∈N �������, ���������

����. ��������������	�������
. ����, ��

����������
��������. ����������, �����
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	�����������.�� S. Smale (�, 1930∼ )������,� 20��

60 ����, ���� (�) �������������.

���������������,
�����������������

��[6].

5.1 �������

� X �����, f : X → X �����. � f ��� X �������.

��� x ∈ X , �	 Of (x) = {fn(x) : n ∈ N} �� f �� x � (��) ��. �

f(x) = x, � x �� f ����. ��� n ∈ Z+, �� fn(x) = x, �� x � f �

���,���� fn(x) = x����	��� n�� x���, x�� f � n �

��, ���� x ��� Of (x) = {fk(x) : 0 � k < n} �� f ��������

n ����. ��� f ������	������	� Fix(f) � P (f). ��,

Fix(f) ⊂ P (f).

� x ∈ X , �	

ω(x, f) =
⋂

n∈Z+

{fk(x) : k � n}

���� Of (x) � ω ����. ��, ω(x, f) � X ����; �� X ����,

� ω(x, f) �= ∅ (��� 4.2.1). � ω(f) = ∪{ω(x, f) : x ∈ X} � f � ω ����.

x ∈ X �� f ����, �� x � X ������ U , �� n ∈ Z+ �

� fn(x) ∈ U , � x ∈ {fn(x) : n ∈ Z+}. f ��
���	�� R(f). ��,

P (f) ⊂ R(f).

x ∈ X �� f �����, �� x � X ������ U , �� n ∈ Z+ ��

f−n(U) ∩ U �= ∅. f �������	�� Ω(f). X − Ω(f) ����� f ��

��.

�� 5.1.1 � f ����� X �������, ��

(1) Ω(f) � X ���� ω(f) ∪R(f) ⊂ Ω(f);

(2) f(Ω(f)) ⊂ Ω(f);

(3) � X �������, � x ∈ Ω(f) ��	�� x ����� U , ���

����� k �� f−k(U) ∩ U �= ∅.

�� (1)� x� f ����,��� x���� U � n ∈ Z+ �� f−n(U)∩
U = ∅, �� U ���
� f ����. ��� Ω(f) � X ���. � x ∈ R(f),

�� x ����� U , �� n ∈ Z+ �� fn(x) ∈ U , �� x ∈ f−n(U) ∩ U , �

� x ∈ Ω(f), �� R(f) ⊂ Ω(f). � x ∈ X � y ∈ ω(x, f), �� y �����
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V , ����� m > k �� fm(x), fk(x) ∈ V , �� f−m(V ) ∩ f−k(V ) �= ∅, �

f−(m−k)(V ) ∩ V �= ∅, �� y ∈ Ω(f).

(2) � x ∈ Ω(f) � U � f(x) ���, � f−1(U) � x ���, �� n ∈ Z+

�� f−n(f−1(U)) ∩ f−1(U) �= ∅, �� f−n(U) ∩ U �= ∅, �� f(x) ∈ Ω(f). �

f(Ω(f)) ⊂ Ω(f).

(3) � X �������, U � x ���� n ∈ Z+. �� x ∈ P (f), ���

k > n �� fk(x) = x, �� x ∈ f−k(U) ∩ U . �� x �∈ P (f), ��� x ���

V ⊂ U ��, f−i(V ) ∩ V = ∅, ∀ 1 � i � n. ��, � x ��� U ������

�
	�� {Vj}j∈Z+ , ���� j ∈ Z+, ����� ij � n � xj ∈ f−ij (Vj) ∩ Vj ,

����
�� i0 � n ���� {jm} ���� ijm = i0. �	, xjm ∈ Vjm �

f i0(xjm) ∈ Vjm . �� {Vjm}m∈Z+ � x � X ��
	�, f i0(x) = x, ��. ��,

� x ∈ Ω(f) � x ��� V ⊂ U , ����� 1 � i � n � f−i(V ) ∩ V = ∅, ��

���� k �� f−k(V ) ∩ V �= ∅, �� k > n � f−k(U) ∩ U �= ∅. �
�� X ��� Λ �� f(Λ) ⊂ Λ, �� Λ � f ����. ��� 5.1.1, Ω(f)

� f ����. �	�, Of (x), ω(x, f), Fix(f), P (f) 
� f ����. ����

��������
�����, ������ f �		���.

� 5.1.1 ���	� S
1 �	������� d, �� f : S

1 → S
1 � f(z) =

ze2πiθ, �� θ ���. ���� f ������.

��� z ∈ S
1, n ∈ Z+, fn(z) = ze2nπiθ. ��, fn(z) = z ��	��� k ∈ Z

�� θ = k/n.

� θ ����	, f �����������, � P (f) = S
1. � θ ���

�	, f ������� S
1 �����. 
��, ��� z ∈ S

1, �� θ ���

�, �� Of (z) �����������. � S
1 ����� A, �� j ∈ Z+ ��

	 5.1.1

2π/j < diam(A). � zk = fk(z), 0 � k � j, ����

�� n,m ∈ {0, 1, · · · , j} �� d(zn, zm) < 2π/j. ���

n > m, � n0 = n−m, ���� k ∈ Z+, �

d(f (k+1)n0(z0), fkn0(z0)) = d(zn, zm) < diam(A).

��, �� k0 ∈ Z+ �� fk0n0(z0) ∈ A, � Of (z) � S
1

�����.

�� 5.1.1 � X, Y 
�����, f : X → X � g : Y → Y 
�����.

������ h : X → Y �� h ◦ f = g ◦ h, �� f � g ������. h �� f

� g �����, �	 5.1.1.

��, ������
��. �� h � f � g �����, ����� x ∈
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X, n ∈ N, � h(fn(x)) = gn(h(x)), ��� h(Of (x)) = Og(h(x)). �	�,

h(ω(x, f)) = ω(h(x), g), h(Fix(f)) = Fix(g), h(P (f)) = P (g),

h(R(f)) = R(g), h(Ω(f)) = Ω(g), · · · .

�����������
	�����, f � g 
��
�, ��������

���, �������������������. ��, ���������

������	, �
������������������
�.

� � 5.1

5.1.1 �� Λ � f ����, � Λ �� f ����.

5.1.2 f ������ f �		���.

5.1.3 	��������
��.

5.2 � � 3

R ��������. ���������, ��������������

������

�����? � f ��� I �������. f �		�	�

y = x �����	
� f � 1 ��� (���). �� {x1, x2} � f � 2 ���

�, ���	� y = x ����� (x1, x2), (x2, x1) 
����		�. ��	� 2

������������
�	�. 	 5.2.1 �
� [0, 1] ������ f �	

	. ��, f ���� x0, 2 ���� {x1, x2}, �� 3 ���� {0, 1/2, 1}. f ��
	�������? 	�, f �	� 7 ���

�? �	� 2008 ����? ���
��


��. �����, �����������

����
��
�, ���	� 1964 �, A.

N. Sarkovskii���,�����������

��
���
����. Sarkovskii����

�������
, 1975 �, T. Y. Li � J. A.

Yorke������������
��
��

������������ 3 ���, ���

����������. ��
������

��
���.

	 5.2.1

�� 5.2.1 � f ��� I �������. ���� I ���� K,L ��

L ⊂ f(K),�� K � f �	
 L,�� K �� L ,�� K
f→ L���� K → L.

�� K → K, �� ↪→ K.
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�������, ��� 5.3 ��, �� f ��� I �������, J,K,L

(�����
)��� I ����. ���������������,� J � I

����, � f(J) ����.

�� 5.2.1 � K → L, ��� K ���� J ���f(J) = L ��� J1 �

J �����, �� f(J1) �= L.

�� � L = [α, β]. �� L ⊂ f(K), �� a, b ∈ K �� f(a) = α, f(b) = β.

��� a < b, �

c = sup{x ∈ K : x < b, f(x) = α}, d = inf{x ∈ K : x > c, f(x) = β},

� J = [c, d] ����. �
�� 5.2.2 � K → K, � f � K �����.

�� � K = [a, b], � [a, b] ⊂ f([a, b]), ���� x1, x2 ∈ [a, b], ��

f(x1) � a � x1, f(x2) � b � x2.

����� f(x) − x � x1, x2 ���
��	, �
�, ���� x0 ∈ K ��

f(x0) = x0. �
����������������������.

�� 5.2.3 �� I1 → I2 → · · · → In → I1, ��� x ∈ I1 �� fn(x) = x, �

� j = 1, 2, · · · , n− 1, � f j(x) ∈ Ij+1.

�� ��� 5.2.1,� j = 1, 2, · · · , n, �� Jj ⊂ Ij ��

f(Jn) = I1 � f(Jj) = Jj+1, ∀ j = 1, 2, · · · , n− 1.

�� J1
fn

→ J1, ��� 5.2.2, �� x ∈ J1 ⊂ I1 �� fn(x) = x, ��� j =

1, 2, · · · , n− 1 	, � f j(x) ∈ Jj+1 ⊂ Ij+1. �
�� 5.2.4 � x ∈ I, �

(1) fm(x) = x ��	� x ��� n ��� m;

(2) �� x � f � n ���, m � n ��, � x � fm � n ���.

�� (1) � x ��� n ��� m, � m = nd, � fm(x) = (fn)d(x) = x. 	


, � fm(x) = x � x � f � n ���. �� n � m, � m = nq + r, �� q ∈ Z+

� 0 � r < n, �� x = fm(x) = f r(fnq(x)) = f r(x), �� r = 0, �� n �� m.

(2) ��, (fm)n(x) = fmn(x) = x. � x � fm � k ���, � (1), � k �

� n. ��� fkm(x) = x, �� n �� mk, � m � n ��, �� n �� k. ��,

n = k. �
�
���������. � f �����	� PP(f).
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�� 5.2.1 (Li-Yorke��, 1975) � f ��� I ������. � 3 ∈ PP(f),

� Z+ = PP(f).

�� � x0 < x1 < x2 � f � I ��� 3 ����, � f(x1) = x0 �

f(x1) = x2. ��� f(x1) = x2, �
� f(x0) = x1 � f(x2) = x0. � K =

[x0, x1], J = [x1, x2], �� ↪→ J � K. ���� m ∈ Z+ − {3}, ��� 5.2.2, ��

� m � 2, �� f �	
���

J → J → · · · → J︸ ︷︷ ︸
m−1

→ K → J.

��� 5.2.3, �� y ∈ J �� fm(y) = y, fm−1(y) ∈ K �� j = 1, 2, · · · ,m − 2

� f j(y) ∈ J . 	����y, f(y), · · · , fm−1(y) ��������. ���, �

fm−1(y) ∈ {y, f(y), · · · , fm−2(y)}, �� fm−1(y) ∈ J ∩K = {x1}, � y = fm(y) =

f(x1) = x2, �� x0 = f(y) ∈ J , ��. ��, m ∈ PP(f). �
�� 5.2.2 (1) � m ∈ PP(f) − {1}, � 2 ∈ PP(f).

(2) � 2n ∈ PP(f), � 2n−1 ∈ PP(f).

�� (1) ��� m = min(PP(f) − {1, 2}). � f ��� m ������

���	���	���� x0 < x1 < · · · < xm−1. � j = 1, 2, · · · ,m − 1, �

Ij = [xj−1, xj ], �� f(Ij) �= Ij , ���� j′ � m − 1 �� Ij → Ij′ �= Ij , ��

� m − 1 ��� Ij (j � m − 1) �
� p (1 < p � m − 1) ��������

Ijk
(1 � k � p), ��

Ij1 → Ij2 → · · · → Ijp → Ij1 .

��� 5.2.3,�� y ∈ Ij1 �� fp(y) = y, �� f � q ���� 1 < q � m− 1. �

m ���, q = 2.

(2) � n = 1, � {x0, x1} � f ��� 2 ����. � J �� x0, x1 ����

��, � J → J , �� f � J �����. � n > 1, � f2n−2
� 4 ���, ��

f2n−2
� 2 ���, � f � 2n−1 ���. �
���	�
	���, ��������, ����
���������

���. � I = [0, 1].

� 5.2.1 �� f : I → I ���

f(x) =

{
2x, 0 � x � 1/2,

2(1 − x), 1/2 < x � 1,

� PP (f) = Z+, P (f) = I − P (f) = I.


��, �� x0 = 6/7 ∈ I, �� f3(x0) = f2(2/7) = f(4/7) = 6/7, �� f �

3 ���, ��� 5.2.1, PP(f) = Z+.
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��, �� x ∈ I ���� 2 ��	�

x = 0.a1a2 · · ·ak · · · =
∞∑

k=1

ak

2k
, ak ∈ {0, 1}.

�� āk = 1 − ak, �

f(x) =

{
0.a2a3 · · · ak · · · , a1 = 0,

0.ā2ā3 · · · āk · · · , a1 = 1.

��, �� P (f) = I. ��� x ∈ I, m ∈ Z+, � 2 ��� x = 0.a1a2 · · · ak · · · ,
�

x̃0 = 0.a1a2 · · · ama1a2 · · · ama1a2 · · ·am · · · ,
x̃1 = 0.a1a2 · · · amā1ā2 · · · āma1a2 · · ·amā1ā2 · · · ām · · · ,

� x̃0 � x̃1 ������� f ������ m����, � |x− x̃0| � 1/2m, |x−
x̃1| � 1/2m. ��, f ������ I ���.


�, �� I − P (f) = I. �� x � (0, 1) �� 2 ���, �

x = 0.a1a2 · · · ak000 · · · � x = 0.a1a2 · · · ak111 · · · ,

�� fk+1(x) = 0, �� x ���� f ����. ��, f ������� I �

��.

� � 5.2

5.2.1 � a � f � p ���. � g = fq � p � q ������� d, � a � g � p/d

���.

5.2.2 � a �� fq � m ���, �� f � n ���. �� n � q ������� d,

� n = dm.

5.2.3 ��� 5.2.1 ����, �� f(x1) = x0, ���� 5.2.1.

5.3 Sarkovskii ��

��� f �	
�� ↪→ I1 → I2 → · · · → Ik → I1 ����	�����


��	�, �� (�� k �) f ���, �	 5.3.1.


������	
	��������.

�� 5.3.1 (����) � f ��� I �������, m� f ��� 1��

	���. � x0 � f � m���, ��� J = [minOf (x0),maxOf (x0)] � Of (x0)
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� m ���
� m− 1 ������������ {Ij}j�m−1, ��� f 	
	

(	 5.3.2)

↪→ I1 → I2 → · · · → Im−1 → I1, � Im−1 → I2i+1(∀ 1 � 2i+ 1 � m− 2).

	 5.3.1 	 5.3.2

�� � O = Of (x0), L � O �����������m− 1������

	. � 6 �
������.

(1) �� I1 ∈ L �� I1 → I1.

� α = minO, β = maxO, � f(α) > α � f(β) < β, ��

a = max{y ∈ O : f(y) > y} < β,

��� b ∈ O �� I1 = [a, b] ∈ L . ��, f(a) � b � f(b) � a, � I1 → I1.

(2) 
	����� Jj (j � k), �� k �
����, ���� Jj ����

O ��

I1 = J1
⊂→ J2

⊂→ · · · ⊂→ Jk = J.

�

J1 = I1, Jj+1 = [min(f(Jj) ∩O), max(f(Jj) ∩O)], j ∈ Z+.

��, Jj → Jj+1. 
�	��� Jj ⊂ Jj+1. �� J1 ⊂ f(J1), ��

J1 ⊂ [min(f(J1) ∩O), max(f(J1) ∩O)] = J2.

��� Jj−1 ⊂ Jj , �

Jj ⊂ [min(f(Jj) ∩O), max(f(Jj) ∩O)] = Jj+1.

������� f �		���, �� Jj �⊃ O, f(Jj) ��
�� O ��� Jj �

��, �� Jj �= Jj+1. �� O ����, ���� k ∈ Z+ �� Jk = J .
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(3) �� Ik ∈ L �� I1 �= Ik → I1.

� I1 = [a, b], �

A = {z ∈ O : z � a}, B = {z ∈ O : z � b},

� A∪B = O�� m��,������ |A| �= |B|. ��� |A| > |B|. �� f |O �
��,�� f(A) �⊂ B,���� z ∈ A�� f(z) ∈ A. � c = max{z ∈ A : f(z) ∈ A},
� c < a, ������ Ik = [c, d] ∈ L , �� c < d � a, f(c) � a, f(d) � b, �

I1 �= Ik → I1.

��

I1 → J2 → J3 → · · · → Jk−1 → Ik → I1.

(4) ��� K ���� O �� K → L ∈ L , ��� M ∈ L �� M ⊂ K �

M → L.

��� 5.2.1, ���� K1 = [γ, δ] ⊂ K, �� f(K1) = L, � K1 ����

���		�, �� (γ, δ) ∩ O = ∅, ������� M ∈ L , �� (γ, δ) ⊂ M ⊂
K, M → f(K1) = L.

	 5.3.3

�	 (2) ∼ (4), � j = 2, 3, · · · , k − 1, �� Jj �

�� Ij ∈ L ��

↪→ I1 → I2 → · · · → Ik−1 → Ik → I1.

�	 5.3.3. �� f 	
	�, (
�	) ����

������, � k �	
	��	��.

(5) k = m− 1.

� (2) � (3), 1 < k � m− 1. �� k � m− 2, �

� k ������, ����	
��

I1 → I2 → · · · → Ik → I1 � I1 → I1 → I2 → · · · → Ik → I1.

��� 5.2.3,�� y ∈ I1 ��� n (k � k+ 1) � m− 2 �� fn(y) = y,�� y �

��	� n, �� j < k �� fn−1(y) ∈ Ik ∩ Ij ⊂ O, �� y = fn(y) ∈ O, ����

�, � k = m− 1.

(6) L ����������	���	����

Im−1, Im−3, · · · , I2, I1, I3, · · · , Im−2 � Im−2, Im−4, · · · , I3, I1, I2, · · · , Im−1.

� j = 0, 1, · · · ,m − 1, � aj = f j(a). ��� k ��	�, � L � I1 ��

	
 I1 � I2, ���� f(a) � b, f(b) � a �������. �� f(a) = b, �

a0 = a, a1 = b, a2 = f(b) < a � a ��, �� I1 = [a0, a1], I2 = [a2, a0]. ��
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f(I2) �⊃ I1 � f(a0) = a1, �� a3 = f(a2) > a1. ���� L � I2 ��	
 I3, �

� a3 � a1 ��, � I3 = [a1, a3].

����
	�, ���� i, I2i−1 ����� f ��� I2i ���� (i �
m−1

2 ), � I2i ����� f ��� I2i+1 ���� (i � m−3
2 ), �� L �����

�����

Im−1, Im−3, · · · , I2, I1, I3, · · · , Im−2.

�� f(b) = a, � L ����������

Im−2, Im−4, · · · , I3, I1, I2, · · · , Im−1.

�	, Im−1 ����� am−1, am−3 � f(am−1) = a0, f(am−3) = am−2, ��

f(Im−1) ⊃ I1 ∪ I3 ∪ · · · ∪ Im−2.

��, ������ f 	
	, �	 5.3.2. �
���	
���� m = 2n+ 1, � O ���	���������	�


�, �	 5.3.4�

a2n < a2n−2 < · · · < a2 < a0 < a1 < a3 < · · · < a2n−1,

a2n−1 < a2n−3 < · · · < a1 < a0 < a2 < a4 < · · · < a2n.

	 5.3.4

�� 5.3.1 � f � 2n+ 1���� (n �
����),���� k > 2n+ 1,

f � k ����.

�� ��� 2n + 1 � f ��� 1 ��	���. � k > 2n + 1, �	
�

�, �
I1 → I1 → · · · → I1︸ ︷︷ ︸

k−(2n−1)

→ I2 → · · · → I2n → I1,
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��� 5.2.3, f � k ����. �
�� 5.3.2 � f � 2n+ 1���� (n�
����),������� k, f

� 2k ����.

�� ��� 5.3.1,���� k � n ��
. � k = 1, 2, · · · , n, �

I2k−1 → I2k → I2k+1 → · · · → I2n → I2k−1.

��� 5.2.3, f � 2(n−k)+2����. � k� n�� 1	,�� f � 2, 4, · · · , 2n
����. �
��� Sarkovskii ��
�, 
�� Sarkovskii �. � Z+ ��������

��
�	���� (��) ���� 1 ��� 3, 5, 7, · · · ; �������� 1 �

��� 2 ��

3 × 2, 5 × 2, 7 × 2, · · · ;


�������� 1 ���� 22 ��

3 × 22, 5 × 22, 7 × 22, · · · ;

����������, �	
���	����� 2 ���

· · · , 24, 23, 22, 2, 1.


 � ����	�, �

3 � 5 � 7 � · · · � 2n+ 1 � · · · � 3 × 2 � 5 × 2 � 7 × 2 � · · ·
�3 × 22 � 5 × 22 � 7 × 22 � · · · � 23 � 22 � 2 � 1,

�� Sarkovskii�.

�� 5.3.2 � r ��� 1���, 2ir ∈ PP(f)�� q� 2ir, f � q ����.

� g = f2i

. �� n > 1, � x ∈ I � f � 2in �����	� x � g � n ���.

�� � x � f � 2in ���, � gn(x) = f2in(x) = x, �� k < n 	

gk(x) = f2ik(x) �= x, �� x � g � n ���. 	
, � x � g � n ���, �

f2in(x) = gn(x) = x. � p � f � x ���, ��� 5.2.4, p �� 2in. � p = 2jk,

�� k ���. �� j < i, � k = 1, �� x � f � 2j ���, �� x � g ��

��, ��. ��, j � i, �� 2j−ik �� n. �� g2j−ik(x) = f2jk(x) = x, �� n

�� 2j−ik. ��, n = 2j−ik, � x � f � 2in ���. �
����
�, 	��	
�����������.

�� 5.3.1 (Sarkovskii��, 1964) � m ∈ PP(f). � m� n, � n ∈ PP(f).

�� ��� 5.3.1��� 5.3.2 ��� 5.2.2,��� m = 2ir, i � 1 � r ��

� 1���. 
�� q�2ir, f � q ����. � g = f2i

,��� 5.3.2, g � r ��
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	���, 
��� 5.3.1 ��� 5.3.2, PP(g) ������ r ��� s ����

�� t, ���� 5.3.2, PP(f) ��� 2is � 2it. ��, �� m� n, � n ∈ PP(f).

�
Li-Yorke��� Sarkovskii��� m = 3�
	. �� 5.3.1�������,

���
�, ����
���
�
����

	
�, �		�����	

�����.

���������������. ������, Sarkovskii����,��

����� f � m���,�� m�n, f � n���. �� f ����,��� f

��������� g, g ���� n ���? 1981�, L. Block��� Sarkovskii

����������.

�� 5.3.2 � f ��� I �������. �� f � m ���, ����

� ε ���� g � I �������� sup
x∈I

|f(x) − g(x)| < ε, �� m� n 	, g �

n ���.

��	�, 	������� Block ���, �
	�
���
� [7] ��

� 12.1.

� � 5.3

5.3.1 � f ��� I �������. � PP(f) ���, � P (f) � I ���.

5.3.2 ���� f : S
1 → S

1 ��� f(z) = ze2πi/3. ���PP(f) = {3}.
5.3.3 �	
����� (6) �, �� f(b) = a, �������	�.

5.4 
�����

�����
����������������
���	���
��

��������.

�� 5.4.1 � Σ2 ����
� 0 � 1 �����
���������

	, �

Σ2 = {s = (s0s1s2 · · · ) : sj = 0, 1},

�� Σ2 ���
� {0, 1} ����� .

��
���, s ∈ Σ2 � s = (s0s1s2 · · · ), ���� sj ∈ {0, 1}. Σ2 ����

��������
�
���. � Σ2 �������. � s, t ∈ Σ2, ��

d(s, t) =
∞∑

i=0

|si − ti|
2i

.
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�	�, (Σ2, d) �����, �
�����. 
��, (Σ2, d) �������

s, t ∈ Σ2,

(1) � s, t �� n+ 1 
��, � d(s, t) � 1/2n;

(2) � d(s, t) < 1/2n, � s, t �� n+ 1 
��.

��� Σ2 ������
�, 
�� Σ2 �����. � X �����, �

� X �������, �� X ����; �� X �����������, ��

X ������.

�� 5.4.1 (Σ2, d) ��, ����������.

�� �� (Σ2, d) �����, �������, ���� Σ2 �����

���� (��� 4.1.3). � Σ2 ���� {x(n)}, � x(n) = (xn
0x

n
1x

n
2 · · · ). �


�� k ∈ N, {xn
k}n∈Z+ �����
� 0 � 1. ��, ����� Z0 ⊂ Z+, �

n ∈ Z0 	, xn
0 �� s0 ∈ {0, 1}. ������ Z1 ⊂ Z0, � n ∈ Z1 	, xn

1 ��

s1 ∈ {0, 1}. ���, ����� Zk ⊂ Zk−1, � n ∈ Zk 	, xn
k �� sk ∈ {0, 1}.

� s = (s0s1s2 · · · ) ∈ Σ2, � s ��� {x(n)} ���. 
��, ��� k ∈ N, �

� nk ∈ Zk �� n0 < n1 < n2 < · · · , � x(ni) � s �� i + 1 
��, ��

d(x(ni), s) � 1/2i, �� x(ni) → s. � Σ2 ����.

��� s ∈ Σ2, n ∈ Z+, �

xn = (s0s1 · · · sn−1s
∗
nsn+1 · · · ) ∈ Σ2, �� s∗n = 1 − sn,

�� xn �= s � d(xn, s) � 1/2n−1, �� xn → s. �� s � Σ2 ���. ��, Σ2 �

�����.

� Σ2 ��� D ������� s, t, ��� k ∈ N �� sk �= tk. �

U = {u ∈ Σ2 : uk = sk}, V = {v ∈ Σ2 : vk = tk}.

��� u ∈ U, v ∈ V , � Bd(u, 1/2k) ⊂ U, Bd(v, 1/2k) ⊂ V , �� {U, V } � Σ2 �

�����	
� s ∈ U ∩D, t ∈ V ∩D, �� D �� Σ2 �����. � Σ2 �

����
����, �� Σ2 ��������. �
�� 5.4.2 ��� s ∈ Σ2, �� σ(s) = (s1s2s3 · · · ). �� σ : Σ2 → Σ2 ��

����. � σ �
� Σ2 ����������������.

��������	�
��
�����. � s ∈ Σ2, ���� m ∈ Z+ �

�� n ∈ N 	� sn = sn+m, �� s � Σ2 ����, �� s = (ṡ0ṡ1 · · · ṡm−1). �

�, � s ∈ Σ2, s = (ṡ0ṡ1 · · · ṡm−1) ��	� σm(s) = s, ���
�� m ∈ Z+, �

� σm(s) = s � s �� 2m �. �������������������. 
�

�, � s, t ∈ Σ2 �� n+ 1 
��, � d(σn(s), σn(t)) � 1.

�� 5.4.2 ���� σ : Σ2 → Σ2 �������, ��������
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(1) P (σ) = Σ2;

(2) �� s∗ ∈ Σ2 �� Oσ(s∗) = Σ2;

(3) ���� s, t ∈ Σ2, ���� m ∈ N �� σm(s) = σm(t), ���� N �

�� {nk} ���� d(σnk(s), σnk(t)) � 1;

(4) �� Σ2 ����� S, ���� 3 ����

(a) ∀ s �= t ∈ S, d(σn(s), σn(t)) �→ 0;

(b) ∀ s �= t ∈ S, �� N ��� {nk} �� d(σnk (s), σnk(t)) → 0;

(c) ∀ s ∈ S, t ∈ P (σ), d(σn(s), σn(t)) �→ 0.

�� ��, σ ����. � s, t ∈ Σ2, n ∈ Z+, � d(s, t) < 1/2n+1, � s, t �

� n+ 2 
��, �� σ(s), σ(t) �� n+ 1 
��, �� d(σ(s), σ(t)) � 1/2n. �

�, σ ����.

(1) ∀ s ∈ Σ2, n ∈ N, � t = (ṡ0ṡ1 · · · ṡn), � t ∈ P (σ) � d(s, t) � 1/2n, ��

s ∈ P (σ).

(2) ����� 1, 2, 3, · · · ��� 0, 1 ��� (�, ��� 0, 1 ������

���������), ��	���	�, ���������

s∗ = (0100011011000001 · · ·).

∀ s ∈ Σ2, n ∈ Z+, � s0s1 · · · sn �
����� 2 ����, � s0s1 · · · sn � s∗

�� m 
�� m+ n 
���, � d(s, σm−1(s∗)) � 1/2n, �� s ∈ Oσ(s∗).

(3) � s, t ∈ Σ2, ��� m ∈ N ��� n � m 	� sn = tn, � σm(s) =

σm(t). �����
� m, ��� N ��� {nk} ���� snk
�= tnk

, ��

d(σnk(s), σnk (t)) � |snk
− tnk

| = 1.

(4) ��� s ∈ Σ2, � s̄ = (s00s0s111s0s1s2000s0s1s2s31111s0 · · · ) ∈ Σ2. �

S = {s̄ : s ∈ Σ2}. � s �= t ∈ Σ2, � s̄ �= t̄, �� |S| = |Σ2|, �� S � Σ2 ����

��.

(a) ∀ s �= t ∈ Σ2, ��� i ∈ N �� si �= ti, ������� n ∈ N �� s̄n �=
t̄n. �� N ��� {nk} ���� d(σnk(s̄), σnk(t̄) � 1, �� d(σn(s̄), σn(t̄)) �→ 0.

(b) ∀ s �= t ∈ Σ2, s̄ � s0s1 · · · sk ���
��� k(k + 1) + 1 
�� (k + 1)2


,	�� k+ 1 
�� 0 � 1. �� nk = (k+ 1)2,� d(σnk(s̄), σnk(t̄)) � 1/2k, �

� d(σnk(s̄), σnk (t̄)) → 0.

(c) ∀ s ∈ Σ2, t ∈ P (σ),�� s̄��������� 00 · · · 0�� 11 · · ·1�,�

� s̄ ����
�
��
���
��, �� d(σn(s̄), σn(t)) �→ 0. �
����, � σ �
� Σ2 �������
�������. 	�, (1)��,

�������
����; (2) ��, �������, 
�����
��, �

��������������; (4) ��, �� Σ2 �����, �������
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�,�������,����
�����,�
�������. ������

� “����”.���
����������������
��������

��, ����������
	. 	��� 5.6 ��������.

��
���������
, 	����	�������. ������

�������, �
�����������

f(x) = rx(1 − x), x ∈ [0, 1], r > 0.

����� r �, ������������

������. �
��� r >

2 +
√

5	, �� f ����� Λ �� f |Λ ����� σ ����,����� Σ2

��������� Λ ���.

���� r > 2 +
√

5. � I = [0, 1]��� U � Lebesgue ��� µ(U), f−1(I)

�������� U0, U1, �	 5.4.1.

	 5.4.1

�� 5.4.1 ���� f : I → R ������

(1) f ���� 0, 	�� 1/2, f(0) = 0 � f(1/2) = r/4 > 1;

(2) ���� λ > 1, ����� x ∈ U0 ∪ U1, � |f ′(x)| > λ;

(3) �� U � U0 ∪ U1 �����, � µ(f(U)) � λµ(U).


	��� I ���� {Us0s1···sn} ���
� i, j ∈ {0, 1},�� Ui ⊂ I = f(Uj), �� Uij = Ui ∩ f−1(Uj), �

f(Uij) = Uj � µ(Uij) � 1/λ2.



5.4 
����� · 133 ·

���, � n ∈ Z+, s0, s1, · · · , sn ∈ {0, 1},��

Us0s1···sn =Us0 ∩ f−1(Us1) ∩ f−2(Us2) ∩ · · · ∩ f−n(Usn)

=Us0 ∩ f−1(Us1s2···sn).

�� 5.4.2 �� Us0s1···sn ���

(1) Us0s1···sn ⊂ Us0s1···sn−1 ;

(2) f(Us0s1···sn) = Us1s2···sn ;

(3) µ(Us0s1···sn) � 1/λn+1.

�� (1) ���,

Us0s1···sn−1 = Us0 ∩ f−1(Us1) ∩ f−2(Us2) ∩ · · · ∩ f−(n−1)(Usn−1) ⊃ Us0s1···sn .

(2) f(Us0s1···sn) = f(Us0 ∩ f−1(Us1s2···sn)) = f(Us0) ∩ Us1s2···sn = Us1s2···sn .

(3) ��� 5.4.1,

µ(Us1s2···sn) = µ(f(Us0s1···sn)) � λµ(Us0s1···sn),

��
µ(Us0s1···sn) � µ(Us1s2···sn)/λ � 1/λn+1. �

��� {Us0s1···sn}�
����	 5.4.2��,
�� Cantor������.

	 5.4.2

��

Λ =
∞⋂

n=0

f−n(I), � Λ = {x ∈ I : ��� n ∈ N, � fn(x) ∈ I}.

��� f ������� R, �� x �∈ Λ 	, lim
n→∞ fn(x) = −∞.

�� 5.4.3 Λ � f ������, � f |Λ ��������� σ : Σ2 → Σ2.

�� ��, Λ � f ������. �� I ����, ��� 5.4.2, ���

s ∈ Σ2,� U(s) =
∞⋂

n=0
Us0s1···sn ,� U(s)����. ��� n ∈ N, U(s) ⊂ Us0s1···sn ,

�� fn(U(s)) ⊂ I, �� U(s) ⊂ f−n(I). �� U(s) ⊂ Λ. �� h : Σ2 → Λ �

h(s) = U(s).
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(1) h ���, � Λ =
⋃

s∈Σ2

U(s).

� x ∈ Λ, ∀ n ∈ N, �� fn+1(x) ∈ I, �� fn(x) ∈ f−1(I) = U0 ∪ U1.

��

sn =

{
0, fn(x) ∈ U0,

1, fn(x) ∈ U1,

�� fn(x) ∈ Usn , �� x ∈ Us0s1···sn . � s = (s0s1s2 · · · ), � s ∈ Σ2 � x ∈ U(s).

(2) h ���.

� s, t ∈ Σ2 � s �= t, �� k ∈ N �� sk �= tk, �� Usk
∩ Utk

= ∅. ��

h(s) ∈ Us0s1···sk
, h(t) ∈ Ut0t1···tk

,

�� fk(h(s)) ∈ Usk
, fk(h(t)) ∈ Utk

, �� fk(h(s)) �= fk(h(t)). �� h(s) �= h(t).

(3) h ����.

∀ s, t ∈ Σ2, n ∈ Z+, �� d(s, t) < 1/2n,�� s, t�� n+ 1 

���,��

h(s), h(t) ∈ Us0s1···sn , �� |h(s) − h(t)| � 1/λn+1. �� h ��.

�� Σ2 ���, Λ � T2 ��, �� h ��� (��� 3.6.1). ��� s ∈ Σ2,

�

f(U(s)) =f

( ∞⋂
n=0

Us0s1···sn

)
= f

( ∞⋂
n=0

f−n(Usn)

)

=
∞⋂

n=0

f−(n−1)(Usn) = U(σ(s)),

� f ◦ h(s) = h ◦ σ(s). ��, f |Λ � σ ����. �
�������� f(x) = rx(1− x), x ∈ I,����� r > 4	, �� 5.4.3�

��� (�
� [7] ��� 22.13).

����� Σ2 �
�����������
. ���������
�,

����� n�
� {0, 1, 2, · · · , n− 1}��
����� Σn,������
�

�� Σ(2), ���
� s = (· · · s−2s−1s0s1s2 · · · ). 5.5 ������ Smale 
�

	����
�
�����.

� � 5.4

5.4.1 ������� (Σ2, d) ���
��
∞∏

i=0

Di, ���� Di � {0, 1} �	���
����.

5.4.2 � f ��� I �������. � 3 ∈ PP(f), ��� I ������ S, ��

S ������, ����� 3 ����

(1) ∀ x �= y ∈ S, |fn(x) − fn(y)| �→ 0;
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(2) ∀ x �= y ∈ S, �� N ��� {nk} �� |fnk (x) − fnk (y)| → 0;

(3) ∀ x ∈ S, p ∈ P (f), |fn(x) − fn(p)| �→ 0.

5.4.3 ���� 5.4.1.

5.4.4 ����� fr(x) = rx(1 − x), x ∈ [0, 1], r > 0. ���

(1) � 0 < r � 1, x ∈ [0, 1] 	, lim
n→∞

fn(x) = 0;

(2) � 1 < r � 3, x ∈ (0, 1) 	, lim
n→∞

fn(x) =
r − 1

r
.

5.5 Smale 
 �

1967 �, S. Smale �
���� “
�” �����. ��	���
���

ϕ, ���������, �������
����� Σ(2) ����� σ. ��

���������	�.

���
 R
2 ������
�

P = (−1 − ε, 1 + ε) × (−1 − ε, 1 + ε),

Q = [−1, 1]× [−1, 1].

���
 P ��	����� (����� 2), �
������ (���	�

1/2), ����	����, �	��
�
��� P �, �	 5.5.1 ��.

	 5.5.1


����������� ϕ : P → R
2. Smale��� ϕ���� Λ ⊂ Q,�

� ϕ|Λ �������
����� Σ(2) �����.

�
,��� V = ϕ(Q)∩Q��������� V0� V1��,� V = V0∪V1.

�����
�	� Q 
����, θ(V0), θ(V1) < 1, �� θ(Vi) ���� Vi �


�.

��,
�� U = ϕ−1(V )��������� U0 = ϕ−1(V0)� U1 = ϕ−1(V1)

��, � U = U0 ∪U1. �������	� Q ������, θ(U0), θ(U1) < 1,�

� θ(Ui) ���� Ui ���.

�
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Uij = ϕ−1(Vi ∩ Uj) = Ui ∩ ϕ−1(Uj), i, j = 0, 1,

Vij = ϕ(Ui ∩ Vj) = Vi ∩ ϕ(Vj), i, j = 0, 1,

� Uij ���� Ui ����, ���	� Ui ������, �� Vij �
���

�. ��

θ(Uij) <
1
2
θ(Ui) <

1
2
, � θ(Vij) <

1
2
θ(Vi) <

1
2
.

���, � si ∈ {0, 1}, i = 0,±1, · · · ,±k, ��

Us0s1···sk
= ϕ−1(Vs0 ∩ Us1···sk

) = Us0 ∩ ϕ−1(Us1···sk
)

= Us0 ∩ ϕ−1(Us1) ∩ · · · ∩ ϕ−k(Usk
),

Vs−k···s−2s−1 = ϕ(Us−1 ∩ Vs−k···s−2) = Vs−1 ∩ ϕ(Vs−k···s−2)

= Vs−1 ∩ ϕ(Vs−2 ) ∩ · · · ∩ ϕk−1(Vs−k
).

���
, Us0s1···sk
���� Us0s1···sk−1 �����, � Vs−k···s−2s−1 ����

Vs−k+1···s−2s−1 �����.

�� 5.5.1 �� Us0s1···sk
� Vs−k···s−2s−1 ���

(1) Us0s1···sk
⊂ Us0s1···sk−1 , Vs−k···s−2s−1 ⊂ Vs−k+1···s−2s−1 ;

(2) ϕ(Us0s1···sk
) = Vs0 ∩ Us1···sk

, ϕ(Vs−k ···s−2s−1) ∩ Vs0 = Vs−k···s−1s0 ;

(3) θ(Us0s1···sk
) <

1
2
θ(Us1···sk

) <
1
2k
, θ(Vs−k···s−2s−1) <

1
2
θ(Vs−k ···s−2) <

1
2k−1

.

�� ���	�	�, �� (1) � (2). ����, �

Us0s1···sk
= ϕ−1(Vs0 ∩ Us1s2···sk

).

�� ϕ−1 ��������, ���	� 1/2,��

θ(Us0s1···sk
) <

1
2
θ(Us1s2···sk

) <
1
2k
.


��, ����

θ(Vs−k ···s−2s−1) <
1
2
θ(Vs−k ···s−3s−2) <

1
2k−1

. �

� s = (· · · s−2s−1s0s1s2 · · · ) ∈ Σ(2), ����

U(s) =
∞⋂

j=0

ϕ−j(Usj ) =
∞⋂

k=0

Us0s1···sk
,

V (s) =
∞⋂

j=1

ϕj−1(Vs−j ) =
∞⋂

k=1

Vs−k···s−2s−1 .

��
���������� σ : Σ(2) → Σ(2) ���
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σ(s) = (· · · s−2s−1s0; s1s2 · · · ), �� s = (· · · s−2s−1; s0s1s2 · · · ).

�� 5.5.2 ��� s = (· · · s−2s−1s0s1s2 · · · ) ∈ Σ(2), V (s) ∩ U(s) ����,

� ϕ(V (s) ∩ U(s)) = V (σ(s)) ∩ U(σ(s)).

�� ��� k ∈ N, V (s) ∩ U(s) ⊂ Vs−k···s−2s−1 ∩ Us0s1···sk
⊂ Q, Q ����,

�

θ(Vs−k ···s−2s−1) <
1

2k−1
, θ(Us0s1···sk

) <
1
2k
,

�� V (s) ∩ U(s) ����.

��� 5.5.1 � (2), �

ϕ(U(s)) =
∞⋂

k=0

ϕ(Us0s1···sk
) = Vs0 ∩

∞⋂
k=1

Us1s2···sk
= Vs0 ∩ U(σ(s)),

ϕ(V (s)) ∩ Vs0 =
∞⋂

k=1

ϕ(Vs−k···s−2s−1) ∩ Vs0 =
∞⋂

k=1

Vs−k···s−1s0 = V (σ(s)),

ϕ(V (s) ∩ U(s)) =ϕ(V (s)) ∩ ϕ(U(s)) = ϕ(V (s)) ∩ Vs0 ∩ U(σ(s))

=V (σ(s)) ∩ U(σ(s)). �

�

Λ =
⋃

s∈Σ(2)

(V (s) ∩ U(s)).

�� 5.5.1 (Smale ��, 1967) Λ � ϕ ������, � ϕ|Λ ������
�
���������� σ : Σ(2) → Σ(2).

�� ��� 5.4.3 �����
�. ���� h : Σ(2) → Λ �

h(s) = V (s) ∩ U(s), s ∈ Σ(2).

� h ���. ��� 5.5.2, Λ � ϕ �����, � ϕ ◦ h = h ◦ σ.

(1) h ���. � s, t ∈ Σ(2). ���� k ∈ N, �� sk �= tk, ��

Usk
∩ Utk

= ∅, ϕk(h(s)) ∈ Usk
, ϕk(h(t)) ∈ Utk

,

�� h(s) �= h(t). ���� l ∈ Z+, �� s−l �= t−l, ��

Vs−l
∩ Vt−l

= ∅, ϕ−(l−1)(h(s)) ∈ Vs−l
, ϕ−(l−1)(h(t)) ∈ Vt−l

,

���� h(s) �= h(t).

(2) h �����. �� s, t ∈ Σ(2) �� d(s, t) < 1/2k, �� h(s) � h(t) �


��
�	� 1/2k−1, ��	� 1/2k ��

�, �

h(s), h(t) ∈ Vs−k···s−2s−1 ∩ Us0s1···sk
,
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�� |h(s) − h(t)| < 1/2k, �� h ����.

��, h ���, �� Λ ����, � ϕ|Λ � σ ����. �
� “
�”�������
������������������
��

�������, ���������
���������. ��������

����, ��
�� “
�” 
������������.
����
� [8].

5.6 � � � �

���
�����		���� “����”.�������? 1963�, E.

Lorenz (�, 1917∼2008) �
� “����”, ������, ������, ��

����	��, ����	���������	�. 1975 �, T. Y. Li � J. A.

Yorke ��������� “��” ��. ���
, ��������� f , ��

PP(f) ���, ���
��� 5.4.2 � (4) �� 3 ��� (��� 5.4.2), ���

�����. �����������������. ��	, ���
����

����������, ����������
, �����
	���� “


��������” ������. ����������
.

�� 5.6.1 (R. L. Devaney, 1989) � (X, d)�����. ���� f : X → X

�� X ����, �� f ��

(1) ����������� δ > 0,���� x ∈ X � x � X ������

U , � y ∈ U � n ∈ Z+ �� d(fn(x), fn(y)) > δ;

(2) ��������P (f) = X ;

(3)������� X ������� U, V ,�� k ∈ Z+�� fk(U)∩V �= ∅.

��� “��” ��� Devaney ������. ���
������, ��

�� X ��������, �� X ������. ����������
��


������������, ����
������������.

� 5.6.1 � X = (1,+∞), Y = (0,+∞) �����
���. �� f : X →
X � f(x) = ex, x ∈ X ; �� g : Y → Y � g(y) = y + 1, y ∈ Y . ��, � n ∈ Z+

	,

fn(x) = enx, gn(y) = y + n,

�� f �����
����, �� g ������
����. 
�� h : X →
Y � h(x) = lg x, x ∈ X , � h � f � g �����.


�����
�������������,���
� “����”,��

�������, ������ ������, ��������������

������������. ��������
������	��, ����
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����
�����������������, �������������

�
�
�����
, ��� “������” ��, ���������	�

��������������	�	����. ��
������	��, �


��
�������� , �����������, ����������

��� (��� 5.6.3). 
��, ��� f : X → X , � U, V ⊂ X, k ∈ Z+, �

fk(U) ∩ V �= ∅ ⇔ U ∩ f−k(V ) �= ∅,

���� 5.6.1 ���
�������� f−k(U) ∩ V �= ∅.

�� 5.6.1 � f ����� X �������. � f ����
����

������, � X ����� f �����.

�� � f ����
��. ��� x ∈ X � x � X ���� U , ��

k ∈ Z+ �� fk(U) ∩ U �= ∅, �� f−k(U) ∩ U �= ∅, �� x ∈ Ω(f).

� f ��������. ��� 5.1.1, P (f) ⊂ R(f) ⊂ Ω(f) � Ω(f) � X �

���, �� Ω(f) = X . �
�� 5.6.1 � f ����� X �������. ���� x0 ∈ X ��

Of (x0) � X �����, � X ������ f ���
��. � X �
���

���
	�����, ������.

�� � Of (x0) � X �����, �� Of (x0) ����, �� X ����

�. � X ������� U, V , �� i, j ∈ N �� f i(x0) ∈ V, f j(x0) ∈ f−i(U),

�� f i(x0) ∈ f−j(U), �� f−j(U) ∩ V �= ∅. � f ���
��.

	
, ����� X �
������
	�����, � f ���
��.

��� 3.8.3, X �����. � {Un}n∈Z+ ��� X ����. ��� n ∈ Z+, �

Fn =
⋃

m∈Z+

f−m(Un), � Fn � X ����. ���
��, Fn �� X ����

�. �� X �
������
	�����, ���� x0 ∈ ⋂
n∈Z+

Fn (���

4.4.4 ��� 4.4.5). ����� n ∈ Z+, �� mn ∈ Z+ �� x0 ∈ f−mn(Un), �

fmn(x0) ∈ Un, �� Of (x0) ∩ Un �= ∅. ��, Of (x0) � X �����. �
���������
�
������
	������ Baire��.

�� 5.6.1 ���� σ : Σ2 → Σ2 �����.

�� ��� 5.4.2��� 5.6.1,���� σ ������������
�

�. �
	��������
����. �� δ = 1/2,� s ∈ Σ2, n ∈ N, �

xn = (s0s1 · · · sn−1s
∗
nsn+1 · · · ) ∈ Σ2, �� s∗n = 1 − sn,

�� d(s, xn) � 1/2n−1 � d(σn(s), σn(xn)) = 1 > δ. � σ �����. �
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!����
������������, �������	������

�, �����
�������������. ����	���������

��������.

�� 5.6.2 � (X, d) ��������, f : X → X �������. � f

���
��� P (f) � X ���, � f �����.

�� 	���� f �����
����. 
�� f ������ q1, q2,

� δ0 = d(Of (q1), Of (q2)). ��� x ∈ X , ��"���, �� qx ∈ {q1, q2} ��
d(Of (qx), x) � δ0/2.


� δ = δ0/8. ���� x ∈ X � x�X ������ U ,�W = U∩B(x, δ),

��� p ∈ P (f) ∩W . � p ���� n. ����, ��� f ���� qx ��

d(Of (qx), x) � 4δ. � V =
n⋂

i=1

f−i(B(f i(qx), δ)), � V � X ���� qx ∈ V . ��

�
��, �� y ∈ W � k ∈ Z+ �� fk(y) ∈ V . � j ��	� 1 + k/n ���

��, �� j � 1 + k/n < j + 1, �� 1 � nj − k � n, ��

fnj(y) = fnj−k(fk(y)) ∈ fnj−k(V ) ⊂ B(fnj−k(qx), δ).

�� fnj(p) = p, ��

4δ � d(x, fnj−k(qx))

� d(x, p) + d(p, fnj(x)) + d(fnj(x), fnj(y)) + d(fnj(y), fnj−k(qx))

< 2δ + d(fnj(p), fnj(x)) + d(fnj(x), fnj(y)),

�� d(fnj(p), fnj(x)) > δ � d(fnj(x), fnj(y)) > δ. ��, f �����
���

�. �
���������������?

� 5.6.2 (1) �����
����, �������� �⇒ ��
��.

	 5.6.1

��� I = [0, 2] ����� f ���

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

3x, 0 � x < 1/3,

−3x+ 2, 1/3 � x < 2/3,

3x− 2, 2/3 � x < 1,

f(x− 1) + 1, 1 � x � 2.

�	 5.6.1 ��, ������� |f ′(x)| = 3,

��������������	�	���, �

� f �����
����. ���
, fn ���

�������
�� 3n − 2 ����,����

����
����	� 1/3n−1. ��, f ���
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�
�� I ���. ��� f([0, 1]) = [0, 1], �� f ����
��.

(2) �����
����, ���
�� �⇒ �������.

� X = S
1 − {e2πip/q : p, q ∈ Z, q �= 0}, �	������� d. ������

f : X → X � f(z) = z2. ��� z ∈ X, n ∈ Z+, fn(z) = z2n

. � fn(z) = z, �

z2n−1 = 1, � z � 1 � 2n − 1 ���, ��

z = e
2kπi

2n−1 �∈ X, �� k = 1, 2, · · · , 2n − 1,

��. � f ������. ���� f ����� f(eiθ) = e2iθ, � f ��
�

���"���,�� X ���������� f �!�	�	������ X

�. ��, f ���
��. ��, � eiθ, eiϕ ∈ X � 0 < |θ − ϕ| < π, ��� n ∈ N

��
π

2n+1
� |θ − ϕ| < π

2n
,

�� d(fn(eiθ), fn(eiϕ)) = d(e2niθ, e2niϕ) � π/2. ��, f �����
����.

�� 5.6.2 ������������.

�� � X, Y 
�����, f : X → X, g : Y → Y 
������

h : X → Y � f � g �����. 
� f ������ (X, d) ������, �

Y �������. �� h(P (f)) = P (g), �� P (g) = h(P (f)) = Y , �� P (g)

� Y �����. ���
, � U, V 
��� Y �����, �� k ∈ Z+ ��

fk(h−1(U)) ∩ h−1(V ) �= ∅, �� fk ◦ h−1 = h−1 ◦ gk, �� gk(U) ∩ V �= ∅, � g �

��
��. ��� 5.6.2, g : Y → Y �����. �
����� f(x) = rx(1 − x), x ∈ [0, 1], �� 5.4.3 ��, � r > 2 +

√
5 	, �

� [0, 1]��� Λ�� f |Λ ����� σ ������, ��� 5.6.1��� 5.6.2,

f |Λ �����.

�
�������, ���������, ��
�����
����.

�� 5.6.2 � f ��� I �������� I ���� J ��� f ��

��. �� z, fm(z), fn(z) ∈ J � 0 < m < n, ���� z < fm(z) < fn(z), ��

fn(z) < fm(z) < z.

�� �
���

∀ m,n ∈ Z+, f
m(z) > z ⇔ fn(z) > z. (5.6.1)

���, ��� fn(z) < z < fm(z). � fn(z) < z, � g = fn, � g(z) < z.


	�� gk(z) < z, � gk+1(z) > g(z), ����� gk(x) − x � z, g(z) ��


�, �� c ∈ (g(z), z) ⊂ J �� gk(c) = c, ��. �� gk+1(z) �= g(z), ��,



· 142 · � 5 � ��������

gk+1(z) < g(z) < z. �� ∀ k ∈ Z+ � gk(z) < z,� fnk(z) < z. ��,� z < fm(z)

� z < fmk(z). ��, fmn(z) < z < fnm(z), ��. ��� (5.6.1) ��.

������, ��� fm(z) > max{z, fn(z)}. � (5.6.1), � z < fn(z) <

fm(z). 
� (5.6.1), � z < fm(n−m)(z). � h = fn−m, � z < fn(z) = h(fm(z)) <

fm(z), � y = fm(z), � y, h(y) ∈ J � h(y) < y, �� (5.6.1), � hm(y) < y, �

fm(n−m)(fm(z)) < fm(z), ��, ���� f (n−m)m(x) − x � z, fm(z) ��
�,

��. �
�� 5.6.3 � f ��� I �������. � f ���
��,� f ���

��.

�� ��� 5.6.2, ���� P (f) � I ���. ���, ��� I ���

� J �� f ����. � A, B � J ��������, � f �
��, ��

m ∈ Z+ �� fm(A) ∩ B �= ∅, ���� a ∈ A ⊂ J �� fm(a) ∈ B ⊂ J . �	,

a �∈ {f i(a) : 1 � i � m}, ���� f i(a) �� I ���� Vi (0 � i � m) ��

V0 ∩ (
m⋃

i=1

Vi) = ∅ � Vm ⊂ J . �� J ����� V �� a ∈ V ⊂
m⋂

i=0

f−i(Vi), ��

∀ 1 � i � m � f i(V ) ∩ V ⊂ Vi ∩ V0 = ∅. � f �
��, �� n ∈ Z+ � z ∈ V �

� fn(z) ∈ V , �� m < n � fm(z) ∈ J − V , ��� 5.6.2 ��. �
��� 5.6.3 ��� 5.6.1,�����.

�� 5.6.3 � f ��� I �������, � f �������	� f �

��������.

� 5.6.3 	 5.6.2 � (1) ���, ����������, �����
��

��, �������� �⇒ ��
��.

(1) ������� �⇒ ���
����.

� f ������ I������,� P (f) = I,�� f ������
��

��.

(2) �����
���� �⇒ �������.

��� I = [0, 3/4]�, ���� f ���

f(x) =

{
3x/2, 0 � x < 1/2,

3(1 − x)/2, 1/2 � x � 3/4.

������� |f ′(x)| = 3/2, �� f �����
����. ������

z ∈ (0, 3/8),�� Of (z) �
���� (0, 3/8), �� f � (0, 3/8) �����.

� � 5.6

5.6.1 � X ��������. �� X ��������� f , �� f ���
��,
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�������, �������
����.

5.6.2 � X �������, ���� f : X → X �����
����. ����

�� g : Y → Y � h � f � g �����, � g ������
����.

5.6.3 	��	 5.6.2 � (1) ������� f ������ I ���.

5.6.4 � X �����, ����� f : X → X � X ��������	�� X �

������ U, V , �� f ���� p ∈ U � k ∈ Z+ �� fk(p) ∈ V .



�6� �������

��������������������������. �������

�, ������������������. ���������, �����

�����������, ����������. ������ R �����

[0, 1] ������ (0, 1).

���� R
2 ���� R

3? ������������, ���������

������������, �����������. �����������

����. ����, � R
2 − {(0, 0)} �, �� (0, 0) ������������

�, �� R
3 �����������������������. ������

���� (�������� 6.1.6). ���������������	, ���

��	. ����������	����. ����������������

��	����. ���������������������������,

��������������. �������	���������, ���

�����. ��	����������. �����, R
2 � R

3 ��� (��

� 6.4.3), 	��� S
2 ��� T ���� (��� 6.4.6). ����������

�����������������.

��	�� Poincaré �����	��	�
���, 
��������

���,�����
��	������	�Jordan���	� Brouwer���

���	�.

	 n ��	�� R
n, ��� 0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ R

n.

6.1 � � 	

������� X ���	��, �	� X ����������	�, �

�� “����”, 	�����������, 
��������
	��.

� I = [0, 1] ������.

�� 6.1.1 (L. E. J. Brouwer, 1911) � X, Y �������, ����

f, f ′ : X → Y ��. �������� F : X × I → Y , 
 ∀ x ∈ X, F (x, 0) =

f(x), F (x, 1) = f ′(x), �� f ��� f ′, �� f � f ′. F �� f � f ′ �����,

�� f
F� f ′.



6.1 � � 	 · 145 ·

�������� X � Y �������
�� {F (·, t)}, t ∈ I, F � f �

�
 “	�” � f ′. 	 X ������ f, f ′, �� “����” ���.

�� 6.1.2 � f, f ′ : I → X ���� x0 ���, x1 �	����. ���

����� F : I × I → X , 
 ∀ s, t ∈ I �

F (s, 0) = f(s), F (s, 1) = f ′(s), F (0, t) = x0, F (1, t) = x1,

�� f � f ′ ������, �� f �p f
′. F �� f � f ′ �������.

�� 6.1.1. ������	��� F � f � f ′�����,���� ∀ t0 ∈ I,

s �→ F (s, t0) ���� x0 ���, x1 �	����.

� 6.1.1

�� 6.1.1 	� � � �p ����	�.

�� ���	� ����	�, 	����, ���
	� �p ���	�.

� X, Y �������.

���. 	������� f : X → Y , � F : X × I → Y � F (x, t) = f(x),

� f � f .

	��. � f
F� f ′. � G : X × I → Y � G(x, t) = F (x, 1 − t), � f ′ G� f .

���. � f
F� f ′, f ′ F ′

� f ′′. �� G : X × I → Y �

G(x, t) =

{
F (x, 2t), t ∈ [0, 1/2],

F ′(x, 2t− 1), t ∈ [1/2, 1],

��� G������,�� 6.1.2. �� G� X× I������� X × [0, 1/2],

X× [1/2, 1]���,����	 (��	 2.4.4 (5)), G� X×I���,�� f
G� f ′′.

�
	�� f , � [f ] � f ���������.

� 6.1.1 ������ f, g : X → R
2 ����. � F : X × I → R

2 �

F (x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x), � f
F� g. ���������. �� F �����

�� R
2 ���, 
 ∀ a, b ∈ R

2, �� a � b ������� R
2 �.

� A � R
n ��	�, 
�����, � A ���� x0 � x1 ������

�����.



· 146 · � 6 � ��	����

� 6.1.2

� 6.1.2 � X ����� R
2 − {0}. 	 X ������ f, g, h : I → X ,

��

f(s) = (cosπs, sinπs),

g(s) = (cosπs, 2 sinπs),

h(s) = (cosπs, − sinπs).

�����, f �p g. ��� 6.3.1 ���� f ��p h. ��
� f, h : I → R
2, �

f �p h. �����	
����
��.

����������������
�, ������������ ∗.
�� 6.1.3 � f ����� X �� x0 � x1 �����, g � X �� x1

� x2 �����. �� f � g ��� f ∗ g ����� h : I → X , ��

h(s) =

{
f(2s), s ∈ [0, 1/2],

g(2s− 1), s ∈ [1/2, 1].

h � X �� x0 � x2 �����, ����� f , ���� g.

�������	������������������� [f ]∗[g] = [f ∗g].
���, � f

F� f ′, g
G� g′. �

H(s, t) =

{
F (2s, t), s ∈ [0, 1/2],

G(2s− 1, t), s ∈ [1/2, 1],

� H : I × I → X ��, � f ∗ g H� f ′ ∗ g′.
��� f(1) = g(0) 
, [f ] ∗ [g] ����. ����� ∗ �������	�

	�����.

�
�������
. � X �����. ∀ x ∈ X , �
�� ex : I → X �

�� ex(I) = {x}. 
 f � X �� x0 � x1 �����, �� f �� f : I → X �

f(s) = f(1 − s), � f � X �� x1 � x0 �����. �� [a, b], [c, d] ����

R ������, ��������� l : [a, b] → [c, d] ���l(a) = c, l(c) = d, �

���������.
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�� 6.1.1 �� ∗ �������
(1) ��	��� [f ] ∗ ([g] ∗ [h]) ���, � ([f ] ∗ [g]) ∗ [h] ����, 	���

��;

(2) ����	�
 f � X �� x0 � x1 �����, �

[ex0 ] ∗ [f ] = [f ] ∗ [ex1 ] = [f ];

(3) ���	�
 f � X �� x0 � x1 �����, �

[f ] ∗ [f ] = [ex0 ], [f ] ∗ [f ] = [ex1 ].

�� ���������.

(1.1) ���� k : X → Y ��, � f
F� f ′ � X ������, �� Y ��

���� k ◦ f k◦F� k ◦ f ′;

(1.2)���� k : X → Y ��,� X ������ f, g �� f(1) = g(0),�

k ◦ (f ∗ g) = (k ◦ f) ∗ (k ◦ g).
��	��. �� X ���� f, g � h, �� [f ] ∗ ([g] ∗ [h]) ���, �

f(1) = g(0), g(1) = h(0), �� ([f ] ∗ [g]) ∗ [h] ����. � 0 < a < b < 1, �� X

������ ka,b ���� [0, a] ���� [0, a] � I ������� f ���;

� [a, b] ���� [a, b] � I ������� g ���; � [b, 1] ���� [b, 1]� I

������� h ���. �� 0 < c < d < 1, �
(1.3) ka,b � kc,d.

���, �� 6.1.3, � p : I → I ������, �

� p(0) = 0, p(a) = c, p(b) = d, p(1) = 1, � kc,d ◦ p =

ka,b. � i : I → I �����,������� P 
�

p
P� i. � (1.1),

ka,b
kc,d◦p� kc,d.


	�, f ∗ (g ∗h) = k1/2,3/4, (f ∗ g) ∗h = k1/4,1/2.

� (1.3),

[f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h].
� 6.1.3

��	����. � f � X �� x0 � x1 �����. � e0 � I ��

�
 0 ���, i : I → I �����. � i � e0 ∗ i �� I �� 0 � 1 ��

�, ���� i � e0 ∗ i ������� G. � (1.1) � (1.2), f ◦ G � f �

f ◦ (e0 ∗ i) = (f ◦ e0) ∗ (f ◦ i) = ex0 ∗ f �������, � [ex0 ] ∗ [f ] = [f ]. ���

�� [f ] = [f ] ∗ [ex1].

�	����. � f � X �� x0 � x1 �����. �� i ∗ i � e0 �� I

�� 0 ����	����, �� I � e0 � i ∗ i ������� H . �� f ◦H
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� f ◦ e0 = ex0 � (f ◦ i) ∗ (f ◦ i) = f ∗ f �������, 
 [f ] ∗ [f ] = [ex0 ]. ��


, ��� [f ] ∗ [f ] = [ex1 ]. �
����	������
����	������.

�� 6.1.2 � f ��� X ������, �� 0 = a0 < a0 < · · · < an = 1.

�� fi : I → X � I � [ai−1, ai] ������� f ���, 1 � i � n, �

[f ] = [f1] ∗ · · · ∗ [fn].

X �����������	�� ∗ ����
	.

�� 6.1.4 � x0 ∈ X . ���� X �� x0 �����	�������

�� x0 ��� ���. ��� x0 ���������������	��� ∗
�
��	, ���� X 	��� x0 ����, �� π1(X,x0).

��� “��	�” ������������. Poincaré��������

�	,������	��������. �����,�� X ���	�� X �

����	. 1935 �, W. Hurewicz (�, 1904∼1956)�������	 πn(X,x0),

��������������
. ������
�, �������
	��

�
����, ��
��������, ��������
�
������

�	����, 	�
���������
		�.

����	���	�����.

� 6.1.3 π1(Rn, x0) ���	.


 f � R
n �� x0 ��������, ����� F (s, t) = tx0 + (1− t)f(s)

� f � ex0 �������, �� π1(Rn, x0) = {[ex0]}.
���
,
 X � R

n ��	��,� π1(X,x0)���	. �� R
n ����

��� B
n �	�, �� π1(Bn, x0) ���	.

��������	�������	���, 	��������. ���

����	������������

(1) � X �������
, ���������	���;

(2) ��	������.

�� 6.1.5 � α ��� X �� x0 � x1 �����. �� α̂ : π1(X,x0) →
π1(X,x1) ��� α̂([f ]) = [α] ∗ [f ] ∗ [α].

�� ∗ ������, �� α̂ �������.

�� 6.1.3 �� α̂ : π1(X,x0) → π1(X,x1) �	��.

�� (1) α̂ ���.

α̂([f ]) ∗ α̂([g]) = ([α] ∗ [f ] ∗ [α]) ∗ ([α] ∗ [g] ∗ [α])

= [α] ∗ [f ] ∗ [g] ∗ [α] = α̂([f ] ∗ [g]).
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(2) α̂ ���. � β = α, ��� β̂ : π1(X,x1) → π1(X,x0), �	�� [h] ∈
π1(X,x1), � β̂([h]) = [β] ∗ [h] ∗ [β] = [α] ∗ [h] ∗ [α], ��

α̂ ◦ β̂([h]) = [α] ∗ ([α] ∗ [h] ∗ [α]) ∗ [α] = [h],

�� α̂ ���; � β̂ ◦ α̂([f ]) = [α] ∗ ([α] ∗ [f ] ∗ [α]) ∗ [α] = [f ], �� α̂ ���. �
�� 6.1.1 
 X �������, � x0, x1 ∈ X , � π1(X,x0) ���

π1(X,x1).

�� X �� x0 �������� X �� x0 ���
������� (�

�	 3.3.1). � C � X �� x0 �������, � π1(X,x0) = π1(C, x0), ��

π1(X,x0) ���� X ��� x0 �������, 	� π1(X,x0) ���� X �

�������
�. ��
���	
, ������������. ����

X ���	� π1(X). ������,� x0 � x1 ������������	�

������, � π1(X,x0) � π1(X,x1) ���������		������

	�����.

�� 6.1.6 � X �������. 
�� x0 ∈ X 
� π1(X,x0) ���	,

�� X �����, � π1(X,x0) = 0.

�� 6.1.2 
 X ������, � X ����������	�����

�����.

�� � f, g �� X �� x0 � x1 ���, �� f ∗ g � X �� x0 ���

�����. �� X �����, �� f ∗ g �p ex0 , ��

[f ] = [f ∗ ex1 ] = [f ∗ (g ∗ g)] = [(f ∗ g) ∗ g] = [ex0 ∗ g] = [g],

�� f � g ������. �
��������	������.

	���� h : X → Y , h : (X,x0) → (Y, y0) �� x0 ∈ X � y0 = h(x0). �

� f � X �� x0 ��������,� h ◦ f �� Y �� y0 ��������.

��, [f ] �→ [h ◦ f ] � π1(X,x0) � π1(Y, y0) ��	�.

�� 6.1.7 ��� h : (X,x0) → (Y, y0)��,�� h∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0)

� h∗([f ]) = [h ◦ f ]. h∗ �� h (�	��� x0) �����.

h∗ ���������. ����� X �, f
F�p f

′, �� h ◦ f h◦F�p h ◦ f ′. �

�� (h ◦ f) ∗ (h ◦ g) = h ◦ (f ∗ g), �� h∗([f ] ∗ [g]) = h∗([f ]) ∗ h∗([g]), �� h∗ �

��.

	��� h∗ ������ x0. 	��� h, � X ���� x0, x1, 
��

(hx0)∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0), � (hx1)∗ : π1(X,x1) → π1(Y, y1). �������

��, ����
� h∗ ��	���.
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�� 6.1.4 (����) � h : (X,x0) → (Y, y0), k : (Y, y0) → (Z, z0) ���

���, � (k ◦ h)∗ = k∗ ◦ h∗. �� i : (X,x0) → (X,x0) �����, � i∗ ���

��.

�� ���, (k◦h)∗([f ]) = [k◦h◦f ] = k∗([h◦f ]) = k∗(h∗([f ])) = (k∗◦h∗)([f ]).

��, i∗([f ]) = [i ◦ f ] = [f ]. �
�� 6.1.2 � h : (X,x0) → (Y, y0) ���, � h∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0) �

��.

�� � k = h−1 : (Y, y0) → (X,x0), � i, i′ ����� X, Y �����

�. ��	 6.1.4, k∗ ◦ h∗ = (k ◦ h)∗ = i∗, h∗ ◦ k∗ = (h ◦ k)∗ = i′∗, �� k∗ � h∗ �

�, 
 h∗ ���. �
�������, ���
��������������. 
	�����

� X , 	�	 F (X), 	������ f : X → Y , 	��� F (f) : F (X) → F (Y ),

����� � X = Y � f = iX 
, F (f) �����; � 
���� g : Y → Z,

� F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f). � f : X → Y ���
, F (f) : F (X) → F (Y ) ���.

�������� X � Y ������������
�������� F ,


� F (X) ���� F (Y ).

� � 6.1

6.1.1 �� f, f ′ : X → Y ����, 	� g, g′ : Y → Z �����, � f ◦g � f ′ ◦g′
����.

6.1.2 � f, g : X → S
n ������, ��	�� x ∈ X � f(x) �= −g(x),� f ��

� g.

6.1.3 ���Möbius ���� S
1.

6.1.4 � α, β ������� X �� x0 � x1, � x1 � x2 ���. �����

γ = α ∗ β, � γ̂ = β̂ ◦ α̂.

6.1.5 � x0 � x1 ������� X ����. ���π1(X,x0) ���	����	

����� x0 � x1 ��� α � β, � α̂ = β̂.

6.1.6 ���
 X �������, ���������	�������
�, ��

���	���������		. 
, � h : X → Y ����, � h(x0) = y0, h(x1) = y1.

�� α � X �� x0 � x1 �����, � β = h ◦ α, �

β̂ ◦ (hx0)∗ = (hx1)∗ ◦ α̂.

6.2 	 � � �

	��������	�����. ����������������
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�, ��	������	���, 	�������	.
�� 6.2.1 � p : E → B�����, U � B

���. �� p−1(U) =
⋃

α∈J

Vα,�� {Vα}α∈J � E

�	���������� p|Vα : Vα → U ���,

�� p ����� U . �� {Vα}α∈J �� p−1(U)

�����.

����,�� p−1(U)
��� U ��� “�

���”, ��� “��” �� U ���		��,

��� p � “��” ��� U �, �� 6.2.1.

�� 6.2.2 � p : E → B �����. 
�

� b ∈ B, �� b ���� U , 
 p ��
	
 U ,

�� p �����, E �� B �����.

� 6.2.1


	�,	������� (��� 6.2.1). ��,���� Vα ∩ p−1(b)���

�, ����� p−1(b) ������.

� 6.2.1 	���� X � n ∈ Z+,� En = X×{1, 2, · · · , n}. �� p : En →
X ��� p(x, i) = x, � p �	���. �
��� 6.2.2 �� U = X .

�������������	���, ���	����������.

�� 6.2.1 �� p : R → S
1 ��� p(x) = (cos 2πx, sin 2πx), � p �	�

��.

���, p ��� R ������ S
1 �, ���� [n, n+ 1] � S

1 ����.

�� �
� S
1 �
����. � U = {p(x) ∈ S

1 : cos 2πx > 0}. ��

cos 2πx > 0 ⇔ 2nπ− π
2
< 2πx < 2nπ+

π

2
⇔ n− 1

4
< x < n+

1
4
.

� 6.2.2

� Vn = (n − 1/4, n + 1/4), �

p−1(U) =
⋃

n∈Z

Vn, � {Vn}n∈Z �

R�	�������, �� 6.2.2.

���� p|Vn : Vn → U ���. �

���������, p|V n
: V n →

U ���,�� p|Vn : Vn → U ��

�, �� p ��
	
 U .


����� S
1 �����

��
����������, ��

���
�� p ��
	
��.

� p : R → S
1 �	���. �
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�	 6.2.1 ��	��� p : R → S
1 ��������.

�� 6.2.3 �� p : E → B �������,
	�� e ∈ E, �� e ���

� V � B ��� U 
 p|V : V → U ���.

�
, �� p : E → B �	���, � p ������. ���
.

� 6.2.2 � E = (0,+∞). �� p : E → S
1 ��� p(x) = (cos 2πx, sin 2πx).

� p ��������, �� p ��	���.

	 b0 = (1, 0) ∈ S
1, 
�� b0 � S

1 ����� U 
� p ��
	
 U ,

� {Vn}n∈N � p−1(U) ��	��, ���� n ∈ Vn, n ∈ Z+, ��� ε > 0 


V0 = (0, ε), �� p|V0 : V0 → U ����.

� 6.2.3 ���	��� [9].

�
 2.6.2 � (1) �, ������	���
�	���� I2/R. ����

��, ��������������� (�������) �������� D,

�� R
3 ����, �� 6.2.3. 
�, yz ����� (y − 2)2 + z2 = 1 � z ���

�� D �
����

x = (2 + cos 2πs) cos 2πt,

y = (2 + cos 2πs) sin 2πt, �� 0 � s, t � 1.

z = sin 2πs,

������, ���������� S
1 × S

1, �� R
4 ����. ������

I2/R, ��� D � S
1 × S

1 ��	���. �

D = {(x, y, z) ∈ R
3 : x = (2 + cos 2πs) cos 2πt,

y = (2 + cos 2πs) sin 2πt, z = sin 2πs, 0 � s, t � 1}

� 6.2.3

���� g : I2 → D � g(s, t) = (x, y, z), ∀ (s, t) ∈ I2. �
, g ������. �

� I2 ����, �� g ����� (��	 3.6.7). �� g(s, 0) = g(s, 1), g(0, t) =
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g(1, t), ��� g ��� I2 ����	� Rg ��
 2.6.2 � (1) ������

	� R, 
 R = Rg. ��	 2.6.6, � g 	����� f : I2/Rg → D, ��

f([(s, t)]) = g(s, t), ∀ (s, t) ∈ I2.

����, ���� g′ : I2 → S
1 × S

1 � g′(s, t) = (ei2πs, ei2πt), ∀ (s, t) ∈ I2.


�, g′ ����, � g′(s, 0) = g′(s, 1), g′(0, t) = g′(1, t), �� R = Rg′ . ��, 	

������ f ′ : I2/Rg′ → S
1 × S

1.

����, ��� I2/R, ��� D � S
1 × S

1 ��	���. T = S
1 × S

1 �

���. ������� T �	���.

��� p : R → S
1 ��	 6.2.1 ����	���. ���� p× p : R × R →

S
1 × S

1 ��� p× p(x, y) = (p(x), p(y)). 
	�, ��	����������	

��� (��� 6.2.3), �� p× p ���� R
2 �	����	���. ����

����	 [n, n+ 1] × [m,m+ 1] 
���.

����	������	�����. 	�	���



����, ��
���
����
��	. ���

�����, 1934 �, H. Seifert, W. Threlfall �
��	�

�	�	
�����	�	������	�.

�� 6.2.4 ����� p : E → B � f : X → B. ��

�� f̃ : X → E �� f ���, �� p ◦ f̃ = f ,
����,

�� 6.2.4.

� 6.2.4

����
��
�.

� 6.2.4 	�	 6.2.1 ���	��� p : R → S
1, � b0 = (1, 0) ���,

(1) �� f : I → S
1 � f(s) = (cosπs, sinπs), � f �
� f̃ : I → R �

f̃(s) = s/2.

(2) �� g : I → S
1 � g(s) = (cosπs, − sinπs), � g �
� g̃ : I → R �

g̃(s) = −s/2.

(3) �� h : I → S
1 � h(s) = (cos 4πs, sin 4πs), � h �
� h̃ : I → R �

h̃(s) = 2s.

��
����	����
��	��� p �	���
, S
1 �� b0 ��

����� R ��� 0 ����
�.

�� 6.2.1 � p : (E, e0) → (B, b0) �	���, ���� b0 ������

�� f : I → B, � E ��� e0 �������� f̃ �� f �
�.

�� �� p �	���, �� B ��	
 U , 
� p ��
	
 U ��

�	, ������ I ��	
 f−1(U ) �� Lebesgue � (��� 4.1.4), ���

� I ��� 0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1, 
��� f([si, si+1]) ��� U ����

		.
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(1) f̃ ����. � s0 ������
� f̃ : I → E. �� f̃(0) = e0. � f̃ �

[0, si]�����. f̃ � [si, si+1]�������� U ∈ U 
 f([si, si+1]) ⊂ U . �

{Vα}α∈J � p−1(U) ��	��, �� α0 ∈ J 
 f̃(si) ∈ Vα0 . �� p|Vα0
: Vα0 → U

���, � s ∈ [si, si+1] 
, �� f̃(s) = (p|Vα0
)−1(f(s)), � f̃ � [si, si+1] ���.

������, �� f̃ : I → E. ����	 (��	 2.4.4) � f̃ ���, f̃ ��,

� p ◦ f̃ = f .

(2) f̃ ����. � f̌ �� e0 ���� f ����
�, � f̌(0) = e0 = f̃(0).

�� [0, si] � f̃ = f̌ . 	 [si, si+1], U � Vα ���� (1), �� p ◦ f̌ = f , ��

f̌([si, si+1]) ⊂ p−1 ◦ f([si, si+1]) ⊂ p−1(U) =
⋃
α∈J

Vα.

�� {Vα}α∈J �	�������� f̌([si, si+1])��,�� f̌([si, si+1])����

� Vα 	, � f̌(si) = f̃(si) ∈ Vα0 , �� f̌([si, si+1]) ⊂ Vα0 . � p|Vα0
: Vα0 → U �

��, 	�� s ∈ [si, si+1], f̌(s) = (p|Vα0
)−1(f(s)) = f̃(s). ���� [si, si+1] �,

f̃ = f̌ . ��� I � f̃ = f̌ . �
�����
����
�.

�� 6.2.2 � p : (E, e0) → (B, b0) �	���, ���� F : I × I → B �

�, F (0, 0) = b0, � F �����
� F̃ : I × I → E 
 F̃ (0, 0) = e0. �� F �

����, � F̃ ������.

�� ������	 6.2.1,� I �� I × I 
, ���
����
�.

�� p �	���,�� B ��	
 U , 
� p ��
	
 U ���	. �

Lebesgue ��	, �� I �����

0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1, 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1,


����	 Iij = [si−1, si]× [tj−1, tj ]� F ���� U ���		.�����

�, ��	 Iij ≺ Ii0j0 , �� j < j0, �
 j = j0 � i < i0.

(1) F̃ ����. �� (0, 0)���	��
� F̃ : I×I → E. �� F̃ (0, 0) = e0.


��	 6.2.1, ��� F̃ �
� {0} × I, �� I × {0} �����. ��
, ��

6.2.5 ��, 	��� i0, j0, �

A = (∪{Iij : Iij ≺ Ii0j0}) ∪ ({0} × I) ∪ (I × {0}).

�� F̃ � A ������� F |A �
�, F̃ � Ii0j0 �������� U ∈ U


 F (Ii0j0) ⊂ U . � {Vα}α∈J � p−1(U) ��	��. � C = A ∩ Ii0j0 , � F̃ ��

�� C ����, �� F̃ (C) ����, ���� β ∈ J 
� F̃ (C) ⊂ Vβ . ��

p0 = p|Vβ
: Vβ → U ����, � ∀ x ∈ C, � p0(F̃ (x)) = p(F̃ (x)) = F (x), ��
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F̃ (x) = p−1
0 (F (x)). �� ∀ x ∈ Ii0j0 ,�� F̃ (x) = p−1

0 (F (x)), � F̃ ����� Ii0j0

�� p ◦ F̃ = F . ��, �� I × I ��� F̃ . �����, F̃ ��� p ◦ F̃ = F .

� 6.2.5

(2) F̃ ����. ��� F̃ �����, �� (0, 0) ���, �
� {0} × I,

I × {0} ���, �
��� Iij ���. ��
 F̃ ����, ���������

���, ���� F̃ (0, 0) ���, F̃ ������.

(3) � F �����, � F ({0} × I) = {b0} ⊂ B. �� F̃ � F �
�, �

� F̃ ({0} × I) ⊂ p−1(b0). �� p−1(b0) ������� F̃ ({0} × I) ����, ��

F̃ ({0} × I) ����. �	, F̃ ({1} × I) �����. ��, F̃ ������. �
���	���	����	�
�	���	.

�� 6.2.2 � p : (E, e0) → (B, b0) �	���, �� f, g �� B �� b0 �

b1 ���, f̃ , g̃ ��� f, g � E �� e0 ����
�. �� f �p g, � f̃ �p g̃

� f̃(1) = g̃(1).

�� � f
F�p g, � F (0, 0) = b0. ��	 6.2.2, F ���������
�

F̃ : I × I → E � F̃ (0, 0) = e0, �� F̃ ({0} × I) = {e0}, F̃ ({1} × I) = {e1}. ��
F (s, 0) = f(s) � F (s, 1) = g(s), �
�����, F̃ (s, 0) = f̃(s) � F̃ (s, 1) = g̃(s),

�� f̃
F̃�p g̃ � f̃(1) = g̃(1). �

�� 6.2.5 � p : (E, e0) → (B, b0) �	���, �� ϕ : π1(B, b0) → p−1(b0)

� ϕ([f ]) = f̃(1), ��	 [f ] ∈ π1(B, b0), f̃ � f � E �� e0 ����
�. � ϕ

�� p 	������.

ϕ ����� p, ���� e0 ���.

�� 6.2.3 � ϕ : π1(B, b0) → p−1(b0) ��	��� p : (E, e0) → (B, b0) 	

��
�	�. 
 E ������, � ϕ ���. 
 E �����, � ϕ ���.

�� � E ������, � ∀ e1 ∈ p−1(b0), �� E �� e0 � e1 ����

� f̃ . � f = p ◦ f̃ , � f � B �� b0 ��������, f̃ � f �
�, ��

[f ] ∈ π1(B, b0) � ϕ([f ]) = e1. � ϕ ���.
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� E �����. 
 [f ], [g] ∈ π1(B, b0) � ϕ([f ]) = ϕ([g]), � f̃ , g̃ ���

f, g � E �� e0 ����
�, �� f̃(1) = g̃(1). �� E �����, ��	

6.1.2,�� f̃ � g̃ ������� F̃ , �� p ◦ F̃ � B � f � g �������,

�� [f ] = [g]. � ϕ ���. �
�� 6.2.4 �� S

1 ���	������	.

�� � b0 = (1, 0) ∈ S
1, ���� π1(S1, b0) ��� (Z,+). � p : (R, 0) →

(S1, b0) ����	��� (��	 6.2.1), � p−1(b0) = Z. �� R �����, �

�	 6.2.3,
�	� ϕ : π1(S1, b0) → Z ���. ���� ϕ ���.

� f, g�� S
1�� b0������,��� ϕ([f∗g]) = ϕ([f ])+ϕ([g]). � f̃ , g̃

��� f, g � R�� 0����
�, � n = f̃(1) = ϕ([f ]),� m = g̃(1) = ϕ([g]).

�� ǧ : I → R � ǧ(s) = n+ g̃(s), �� p ◦ ǧ(s) = p(n+ g̃(s)) = p ◦ g̃(s) = g(s), �

� ǧ � g �� n ����
�. � h = f̃ ∗ ǧ, � h � R �� 0 �������

p ◦ h = f ∗ g, �� h � f ∗ g �� 0 ����
�, ��

ϕ([f ∗ g]) = h(1) = ǧ(1) = n+m = ϕ([f ]) + ϕ([g]). �

��, π1(S1) �		��	.

� � 6.2

6.2.1 � p : E → B �	���. ���p ����. �������������

��?

6.2.2 � p : E → B �	���. �

B = {U : U � B ���� p ��
	
 U},

� B ��� B ��.

6.2.3 � p : E → B� p′ : E′ → B′��	���,����� p×p′ : E×E′ → B×B′

��	���.

6.2.4 � p : E → B �	���, α, β � B ����, �� α(1) = β(0). �� α̃, β̃

��� α, β �
�� α̃(1) = β̃(0), �� α̃ ∗ β̃ � α ∗ β �
�.

6.2.5 � p : E → B �	���, �� E ������. ���� B ���
, p ��

���.

6.2.6 � p : E → B �	���. 
	�� b ∈ B, p−1(b) ����, � p ����.

6.3 �������

��
� S
1 ���	�����, 	������	��������, ��

��
�����	, ��	� Brouwer�
��	.
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�� 6.3.1 (K. Borsuk, 1931) � A��� X ����. ���� r : X → A

����, �� r|A : A→ A �����. �
, A �� X ����.

�� 6.3.1 �� A ��� X ����, �	� j : A → X 	����	�

����.

�� � r : X → A �����, �� r ◦ j : A → A � A ������. �

� a ∈ A, � r∗ ◦ j∗ ���	 π1(A, a) ������, �� j∗ ���. �
�� 6.3.1 S

1 �� B
2 ����.

�� ������� r : B
2 → S

1, �	� j : S
1 → B

2 �	������.

�� B
2 ���	���	, �� S

1 ���	����	, ��. �
�� 6.3.2 � A ��� X ����. ���� H : X × I → X �����

�, ��

(1) 	�� x ∈ X , H(x, 0) = x, H(x, 1) ∈ A;

(2) 	�� a ∈ A, t ∈ I, H(a, t) = a.

�
, A �� X ������.

�	����, �� 6.3.1 ��, X ���
	�� A

�, 
�� r : X → A � r(x) = H(x, 1), � r �� X � A

����, � iX
H� j ◦ r, �� j : A→ X �	�.

� 6.3.1

�� 6.3.2 ����� h, k : (X,x0) → (Y, y0)���.�� h
H� k �	��

t ∈ I � H(x0, t) = y0, �	��� h∗ = k∗.

�� �� f � X �� x0 ��������, � G = H ◦ (f × i) : I× I → Y ,

�� i : I → I �����, � G ���

G(s, 0) = h ◦ f(s), G(s, 1) = k ◦ f(s),

G(0, t) = H(x0, t) = y0, G(1, t) = H(x0, t) = y0,

�� h ◦ f G�p k ◦ f , 
 h∗([f ]) = k∗([f ]). �
�� 6.3.2 �� A ��� X �	����, �	� j : A → X 	����

	���.

�� � H : X× I → X �	���. �� r : X → A� r(x) = H(x, 1),	�

� a0 ∈ A. ��	 6.3.1, 	��� j∗ : π1(A, a0) → π1(X, a0) ���. ���� j∗
����. 	���� i : X → X ,� j◦r H� i,�	�� t ∈ I� H(a0, t) = a0,��

	 6.3.2, (j◦r)∗ = j∗◦r∗� π1(X, a0)������,�� j∗ : π1(A, a0) → π1(X, a0)

���. �
�	 6.3.2���������	�������������	. ����

���, �� π1(S1) ����
�����	.
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�� 6.3.1 	 n ∈ Z+, 	� j : S
n → R

n+1 − {0} 	����	���.

�� � X = R
n+1 − {0}. �� H : X × I → X �

H(x, t) = (1 − t)x +
tx

‖x‖ ,

� H ��, H(x, 0) = x, H(x, 1) ∈ S
n,�	�� a ∈ S

n, H(a, t) = a,�� H �	

���, S
n � X �	����. ��	 6.3.2, j∗ : π1(Sn, a0) → π1(X, a0) ���.

�
�� 6.3.1�������,����
���� R

2 −{0}������� f

	�� S
1 ������, 
�������� 0 ������� f(x) ��� S

1

�. ��	 6.2.4, π1(R2 − {0}) ������	, ����
 6.1.2 � f ��p h.

� 6.3.1 � B � R
3 �� z �,��
� xy �� (R2 −{0})×{0}� R

3−B
�	����.

�� H(x, y, z, t) = (x, y, (1 − t)z), � H : (R3 −B) × I → R
3 −B �	���.

��� 6.3.1, π1(R3 −B) � (Z,+) ��.

����	�����	���
�������������������

����������������. �������, ������ h : X → Y ,

h ������
��; 	��������� h, k : X → Y ����?

�� 6.3.3 ���� h : X → Y ����
��, �� h ����.

�� 6.3.3 � h : S
1 → Y �����. �������

(1) h ����;

(2) h �������� g : B
2 → Y ;

(3) h∗ ����.

�� (1) ⇒ (2). � H : S
1 × I → Y � h ��
�������. ��

π : S
1 × I → B

2 � π(x, t) = (1− t)x, � π �����. �� S
1 × I����, π �

��� (��	 3.6.7). �� g : B
2 → Y � g(x) = H(π−1(x)), � g ������.

� x = 0 
, π−1(x) = S
1 × {1}, � H(S1 × {1}) � Y �����, � g ◦ π = H .


 C � Y ����, � g−1(C) = π(H−1(C)) � B
2 ����, �� g ��; ��

��, 
 x ∈ S
1, � g(x) = H(π−1(x)) = H(x, 0) = h(x), � g � h ���.

(2) ⇒ (3). � j : S
1 → B

2 �	�, � g ◦ j = h. �	��������, h∗ =

g∗ ◦ j∗. �� B
2 ���	���	, �� b0 ∈ S

1, �� j∗ : π1(S1, b0) → π1(B2, b0)

����, �� h∗ ����.

(3) ⇒ (1). � p : R → S
1 ����	���, p0 = p|I : I → S

1, b0 = (1, 0) ∈ S
1.

� [p0] ∈ π1(S1, b0). �� h∗ ����, � y0 = h(b0), � Y �� y0 ����

�� f = h ◦ p0 ��
�� ey0 ��, � F ������. � q = p0 × iI, �

q : I × I → S
1 × I �������. �� H : S

1 × I → Y � H(x, t) = F (q−1(x, t)),
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���H ������� F = H◦q. �� q����,��H ��,�� h
H�p ey0 ,

� h ����. �
�� 6.3.3 � h : X → Y ����, � h∗ ����.

�� � f : I → X � X �� x0 ��������, �� h∗([f ]) = 0. � ϕ :

I → S
1 ����� ϕ(s) = (cos 2πs, sin 2πs). �� k : S

1 → X � k(a) = f(ϕ−1(a))

(�� f � x0 ���,� (1, 0)�, k������), �� f = k ◦ϕ� ϕ����,

�� k ���� (��	 2.6.5). � H : X × I → Y � h ��
�������,

� H ′ : S
1 × I → Y ��� H ′(a, t) = H(k(a), t)� h ◦ k��
�������.�

�	 6.3.3, (h ◦ k)∗ ����, �� 0 = (h ◦ k)∗([ϕ]) = [h ◦ k ◦ ϕ] = [h ◦ f ] = h∗([f ]).

� h∗ ����. �
� 6.3.2 � T � R

2 �������, �������� f : T → ∂T 
�

T ��������.

������� f : T → ∂T 
� T ��������. � g = f |∂T :

∂T → ∂T , � g ������� i. ���, �� G : ∂T × I → ∂T � G(x, t) =

tx+ (1 − t)g(x), � g
G� i. �� ∂T ��� S

1, π1(∂T )��� (Z,+), �� i∗ ��

���. ��	 6.3.3, i ������
��, � g ���
����.

����, f � g �����. �� x0 ∈ T − ∂T , �� F : ∂T × I → ∂T �

F (x, t) = f(tx0 + (1 − t)x), � F � g ��
�������, ��.

�	 5.2.2 �����
��	. ����	���
��	.

�� 6.3.4 (Brouwer ���	�, 1909) 
�� f : B
2 → B

2 ��, ���

x ∈ B
2 
� f(x) = x.

�� 
�
, �	�� x ∈ B
2, f(x) �= x. �� g : B

2 → R
2 − {0} �

g(x) = x − f(x), ��� x0 ∈ S
1 ��� a < 0 
� g(x0) = ax0. ��, �

h = g|S1 : S
1 → R

2 − {0}, 	�� H : S
1 × I → R

2 
 H(x, t) = tx+ (1 − t)h(x), �

H(x, t) �= 0. ���, � t = 0, 1 
, H(x, t) �= 0; ��� 0 < t < 1 
, H(x, t) = 0,

� h(x) = −tx/(1 − t), ������. �� H : S
1 × I → R

2 − {0}, �� h ���

	� j : S
1 → R

2 − {0}. ��� 6.3.1, h �����, ���	 6.3.3 ��. ��,

�� x0 ∈ S
1 � a < 0, �� g(x0) = ax0, �� f(x0) = (1 − a)x0 /∈ B

2, ��. �
Brouwer �
��	���
����
	. ���������
���,

����	��, �����	���	��, ���

����������

�.

�� 6.3.4 (W. Hurewicz, 1935) ��� f : X → Y � g : Y → X ����

�. ���� g ◦ f : X → X ��� X �����, �� f ◦ g : Y → Y ��� Y

�����, �� f, g ���
�, ��������������. �����
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���������, ���������������.


	�, �������	�.�� A��� X �	����,� A � X �

�����. ���, � H ��	���, � j : A → X �	�, �� r : X → A

� r(x) = H(x, t), � r ◦ j � A ������, H � X ������� j ◦ r ��
�.

�������������������	, ��
��� 6.1.2 ��	

6.3.2.

�� 6.3.4 � h, k : X → Y ������, � h(x0) = y0, k(x0) = y1. ��

h � k, �� Y ���� y0 � y1 ����� α, 
� k∗ = α̂ ◦ h∗.
�� � h

H� k. �� α : I → Y � α(t) = H(x0, t), � α � Y �� y0 � y1

�����. �� k∗ = α̂ ◦ h∗. 
	 [f ] ∈ π1(X,x0), � k∗([f ]) = α̂(h∗([f ])), ��

� [k ◦ f ] = [ᾱ] ∗ [h ◦ f ] ∗ [α], ��� [α] ∗ [k ◦ f ] = [h ∗ f ] ∗ [α].

�� 6.3.2, 	 X × I ����� f0 � f1, �� f0(s) = (f(s), 0), f1(s) =

(f(s), 1), � X × I ����� c, �� c(t) = (x0, t), ��

H ◦ f0 = h ◦ f, H ◦ f1 = k ◦ f, H ◦ c = α.

� 6.3.2

�� F : I × I → X × I � F (s, t) = (f(s), t). 	 I × I � 4 ��, �

β0(s) = (s, 0), β1(s) = (s, 1), γ0(t) = (0, t), γ1(t) = (1, t),

�� (s, t) ∈ I × I, ��

F ◦ β0 = f0, F ◦ β1 = f1, F ◦ γ0 = F ◦ γ1 = c.

�� I× I�	�,�� I× I���� β0 ∗ γ1 � γ0 ∗ β1 ��,� β0 ∗ γ1
G�p γ0 ∗ β1,

�� f0 ∗ c F◦G� p c ∗ f1, �� H ◦ (F ◦ G) � (H ◦ f0) ∗ (H ◦ c) = (h ◦ f) ∗ α �
(H ◦ c) ∗ (H ◦ f1) = α ∗ (k ◦ f) �������. �
�� 6.3.2 � h, k : X → Y ������, h(x0) = y0, k(x0) = y1, �

h � k. �� k∗ ��� (��, ���,��),� h∗ ���� (��, ���,��).

��
, �� h ����, � h∗ ����.
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�� 
��	 6.1.3, α̂ �	��, �
��	 6.3.4 �����. �
�� 6.3.5 
�� f : (X,x0) → (Y, y0) �����, � f∗ : π1(X,x0) →

π1(Y, y0) ��.

�� � g : Y → X � f ����, � x1 = g(y0), y1 = f(x1), 	�����

(X,x0)
f→ (Y, y0)

g→ (X,x1)
f→ (Y, y1),

��
�	���

π1(X,x0)
(fx0)∗−→ π1(Y, y0)

g∗−→ π1(X,x1)
(fx1 )∗−→ π1(Y, y1).

�� g◦f � iX ,��	 6.3.4,�� X ������ α
� (g◦f)∗ = α̂◦(iX)∗ = α̂,

�� g∗ ◦ (fx0)∗ = (g ◦ f)∗ ���. ��
,�� f ◦ g � iY , (fx1)∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ �
��, �� g∗ �����, �� g∗ ���, � (fx0)∗ = (g∗)−1 ◦ α̂ ����. �
����	��	����������. 1971 �, M. Fuchs ������

	����� X � Y �������������������� Z ���	

���� [10].

� � 6.3

6.3.1 
 A � B
2 ����, ������� f : A→ A ���
�.

6.3.2 �� A ��� X �	����, B � A �	����, � B � X �	��

��.

6.3.3 � h : S
1 → S

1����. ���h���
�,	��� x ∈ S
1,
� h(x) = −x.

6.3.4 �� Möbius ����	.

6.3.5 �� X �����, �� X ������������. ����� X ���

����� X �������.

6.3.6 � A � 3 × 3 ������. ���A ������
.

6.4 S
n ���	


����� π1(S1) ��� (Z,+). ������ n � 2 
, π1(Sn) ���

	, 	�����������	������. ��� 1931 �, H. Seifert (�,

1907∼1996)� 1933�, E. van Kampen (�

, 1908∼1942)��������	.

�� 6.4.1 (Seifert-van Kampen	�) ��� X = U ∪V ,�� U, V �� X

���� U ∩V ������. �� x0 ∈ U ∩V ,���	� j1 : (U, x0) → (X,x0),

j2 : (V, x0) → (X,x0) �	������� π1(X,x0).

�� � f � X �� x0 ��������, ��� f ���	� g1 ∗ (g2 ∗
(· · · ∗ (gn))) ���, ���� gi � U � V �� x0 ������.
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(1) �� I ��� 0 = a0 < a1 < · · · < an = 1, 
��� f(ai) ∈ U ∩ V �
f([ai−1, ai]) �� U � V ���, �� 6.4.1.

� 6.4.1

� Lebesgue ��	, �� I ���

0 = b0 < b1 < · · · < bm = 1, 
���

f([bi−1, bi]) �� U � V ���. ���

� f(bi) ∈ U ∩ V , �����. 
��

i < m 
� f(bi) �∈ U ∩ V , �� f(bi) ∈
U , � f([bi−1, bi]), f([bi, bi+1]) ⊂ U ; ��

f(bi) ∈ V , � f([bi−1, bi]), f([bi, bi+1]) ⊂
V . �� f([bi−1, bi+1]) �� U � V ��

�, ���� bi ���� I ���. ��
� f(b0) = f(bn) = x0 ∈ U ∩ V . ��������	�, �
��� (1) ���

��.

(2) 	�� 1 � i � n, �� U � V �� x0 ������ gi. �� fi : I → X

�� I� [ai−1, ai]������� f ���,
 fi(s) = f((1− s)ai−1 + sai),� fi

� U � V ����� fi(1) ∈ U ∩V . �� U ∩V ������,� U ∩V ����
x0 � fi(1)��� αi. ��� α0, αn�� x0���
��. � gi = (αi−1∗fi)∗αi,

� gi � U � V �� x0 ������.

(3) ���� fi � I � [ai−1, ai] ������� f ���, ��	 6.1.2,

[f ] = [f1] ∗ · · · ∗ [fn] = [g1] ∗ · · · ∗ [gn]. �
�� 6.4.1 ��� X = U ∪V ,�� U, V �� X �������. 
 U ∩V

����������, � X �����.

�� 6.4.2 � n � 2 
, S
n �����.

�� � p = (0, · · · , 0, 1) ∈ R
n+1, q = (0, · · · , 0,−1) ∈ R

n+1 ��� S
n � “�


”�“

”.

(1) ���� S
n − {p}, S

n − {q} � R
n ��.

������ f : (Sn − {p}) → R
n �

f(x) = f(x1, · · · , xn, xn+1) =
1

1 − xn+1
(x1, · · · , xn).

f(x) × {0} � R
n+1 ��� x, p ���� R

n × {0} ���, � f ����. ��

�� g : R
n → S

n − {p} �
g(y1, · · · , yn) = (ty1, · · · , tyn, 1 − t),

��

(ty1)2 + · · · + (tyn)2 + (1 − t)2 = 1, 
 t =
2

1 + y2
1 + · · · + y2

n

,
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� g ��� g � f ��, �� f ���.

�� ρ : (Sn − {p}) → (Sn − {q}) �

ρ(x1, · · · , xn, xn+1) = (x1, · · · , xn,−xn+1),

� ρ ���, �� S
n − {p} ��� S

n − {q}, �� S
n − {q} � R

n ��.

(2) � U = S
n − {p}, V = S

n − {q}, � S
n ���� U, V �	, � U ∩ V =

S
n − {p, q}. �� U, V ���� R

n, ���������. � f � (1) ���


��, �� f(U ∩ V ) = R
n − {0}. �� R

n − {0} ������, � f ���, ��

U ∩ V �������. ��� 6.4.1, S
n �����. �

�� 6.4.2 � n > 2 
, R
n − {0} �����.

�� ��� 6.3.1, R
n − {0} ���	� S

n−1 ���	��, ��� n > 2


, R
n − {0} �����. �
�� 6.4.3 � n > 2 
, R

n � R
2 ���.

�� R
n −{0}�����,� R

2 −{0}��� S
1,�� R

2 −{0}����
��. �
���	��
��������	.

���� X ����, 
 X ������� Hausdorff ��, 	� X ���

������� R
2 �������. ���
��� S

2, ���� P 2 ��� T

���	, �����	���������	����.

��	 6.4.2, S
2 �����.

�
 6.2.3, �� T = S
1 × S

1 ���. ��������	, ����	��

���. � (A, ·), (B, ·) ��	. � A×B ����� “·” ���

(a, b) · (a′, b′) = (a · a′, b · b′), ∀ (a, b), (a′, b′) ∈ A×B,

� (A×B, ·)���	. �� h : C → A, k : C → B�	��,��� Φ : C → A×B
� Φ(c) = (h(c), k(c)), � Φ �	��.

�� 6.4.3 π1(X × Y, (x0, y0)) ��� π1(X,x0) × π1(Y, y0).

�� � p : X × Y → X, q : X × Y → Y ����, ��	���

p∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X,x0),

q∗ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(Y, y0).

���� Φ : π1(X × Y, (x0, y0)) → π1(X,x0) × π1(Y, y0) �

Φ([f ]) = (p∗([f ]), q∗([f ])) = ([p ◦ f ], [q ◦ f ]),

� Φ ���, ���� Φ ���.
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(1) Φ ���. � g, h ��� X, Y �� x0, y0 ������. �� f :

I → X × Y � f(s) = (g(s), h(s)), � f � X × Y �� (x0, y0) ������, �

Φ([f ]) = ([p ◦ f ], [q ◦ f ]) = ([g], [h]).

(2) Φ ���. � f � X ×Y �� (x0, y0)������,� Φ([f ])���	,

�� p ◦ f G� ex0 , q ◦ f
H� ey0 . �� F : I × I → X × Y 
 F (s, t) = (G(s, t), H(s, t)),

� f
F� e(x0,y0). �
�� 6.4.4 π1(T) ��� Z × Z.

�� 6.4.1 � S
2 ����� x ��	�� −x ������������

���, �� P 2 . ��� p : S
2 → P 2 ������.

P 2 �������, ��	�� “x ∼ x” � “x ∼ −x” ��, 
�����

��	 V ⊂ P 2, V � P 2 ������� p−1(V ) � S
2 ���.

�� 6.4.4 P 2 �������� p : S
2 → P 2 �	���.

�� (1) p ����. � U � S
2 ���, ������ a : S

2 → S
2 �

a(x) = −x, � a ���, �� a(U) � S
2 ���. �� p−1(p(U)) = U ∪ a(U) �

S
2 ���, �� p(U) � P 2 ���. � p ����.

(2) p �	���. 	 y ∈ P 2, �� x ∈ p−1(y), � U = B(x, 1/2) ∩ S
2, �

� B ��	�� (R3, d) ��	��, � U � x � S
2 �����, �� p(U) �

y � P 2 ����. ��	�� z ∈ S
2, �� d(z, a(z)) = 2, �� U �� S

2 �

���		��, �� p|U : U → p(U) ��������, �����. ��
,

p|a(U) : a(U) → p(U) ����, �� {U, a(U)} � p−1(p(U)) ��	��, 
 p �

�
	
 p(U). � p �	���.

(3) P 2 ���. �� S
2 ����� p ����, �� P 2 �����. 	

y1 �= y2 ∈ P 2, � p−1(y1) ∪ p−1(y2) � 4 ��, � 2ε �� 4 ��������


�
. � U1, U2 ��� p−1(y1), p−1(y2) ����� ε ��, � U1 ∪ a(U1) �

U2 ∪ a(U2) ���, �� p(U1), p(U2) ��� y1, y2 � P 2 �������. ��

P 2 � Hausdorff ��. � (2) ��, P 2 ��������� S
2 �����, ��

P 2 ��������� R
2 �����. � P 2 ���. �

�� 6.4.5 π1(P 2) � 2 �	.

�� �� S
2 ������, ��	 6.2.3, 	�� y ∈ P 2, ����� p :

S
2 → P 2 	��
�	� ϕ : π1(P 2, y) → p−1(y) ���. �� p−1(y) ���	�

�, �� π1(P 2) � 2 �	. �
��, π1(P 2) ���� 2 �����	 Z2. 	���� n ∈ Z+, ����


����� p : S
n → Pn, � Pn � n �����, ����� p : S

n → Pn �	�

��, ��� n > 1 
, �� S
n �����, �� π1(Pn) ��� Z2.

�� 6.4.6 �� S
2, P 2 � T 	���.
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���
�����	������	.

� 6.4.1 8 �������	����	.

8 ���� X � R
2 ����� A, B �	, � A � B ������ x0. �

��� X �	��� E.

� E =
⋃

n∈Z

(An ∪ Bn), �� A0 � x �, B0 � y �, 	 n �= 0, An �� y �

��� (0, n) ���, Bn �� x ���� (n, 0) ���. ������	���,

�� 6.4.2.

� 6.4.2

�� p : E → X ���p ��� x �, y ����� A, B �
������

� x0; 	 n �= 0, p ���� x �, y ���������� Bn, An ���� B,

A ������ x0. � p �	���.

� f̃ : I → E � f̃(s) = (s, 0), � x ���� (0, 0) � (1, 0) ���; g̃ : I → E

� g̃(s) = (0, s), � y ���� (0, 0) � (0, 1) ���. � f = p ◦ f̃ , g = p ◦ g̃, �
f, g ��� X �� x0 ������� A, B ���. �����f ∗ g ��p g ∗ f , �

� [f ] ∗ [g] �= [g] ∗ [f ].

f ∗ g 
��� x �� (0, 0)� (1, 0), �� (1, 0)� B1 ���� (1, 0). g ∗ f

��� y �� (0, 0) � (0, 1), �� (0, 1) � A1 ���� (0, 1). ����
�

����	���, ��	 6.2.2, f ∗ g ��p g ∗ f .

� � 6.4

6.4.1 �� “���” S
1 × B

2 ���� S
1 × S

2 ���	.
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6.4.2 � X � B
2 �� S

1 ����� x ���	�� −x ���������. �

��X ������� P 2.

6.4.3 (Borsuk-Ulam 	�) (1) ������� f : S
2 → S

1, 
�	�� x ∈ S
2 �

f(−x) = −f(x).

(2) 
 g : S
2 → R

2 ������, ��� x ∈ S
2, 
� g(x) = g(−x).

6.5 �����	���

��
���	�	������������������	�����

���	, 	� Jordan ���	, �� Brouwer������	.

�����	��������, �������������������,

�� 7 ��
�����	��, �������������.

� C ���������.

�� 6.5.1 (����	�, 1799) ���� n (> 0) 
��

xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0 = 0 (6.5.1)

����� (����) �.

�� �� f : S
1 → S

1 � f(z) = zn, z ∈ C. �� b0 = (1, 0) ∈ S
1.

(1) 	��� f∗ : π1(S1, b0) → π1(S1, b0) ���.

S
1 ������ p0 : I → S

1 ��� p0(s) = (cos 2πs, sin 2πs). �� f∗ ��

���� f0(s) = (cos 2nπs, sin 2nπs). p0, f0 ��
��	��� R �� 0 ��

���� p̃0(s) = s � f̃0(s) = ns, ���
�	��, p0 	���� 1, f0 	�

��� n, �� f∗ �		��	 π1(S1, b0) ���	����� n �, �� f∗ �

��.

���� g : S
1 → R

2 − {0} � g(z) = zn.

(2) g �����.

�	� j : S
1 → R

2 − {0}, � g = j ◦ f , �� g∗ = j∗ ◦ f∗. ��� 6.3.1 � (1),

g∗ ���, �� g∗ �����. ���	 6.3.3, g �����.

(3) 
�� (6.5.1) �����

‖an−1‖ + ‖an−2‖ + · · · + ‖a1‖ + ‖a0‖ < 1,

��� B
2 �����.

���� (6.5.1) � B
2 ����, ������� h : B

2 → R
2 − {0} �

h(z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0.
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� l = h|S1 , � h � l �����, ��	 6.3.3, l ����. ����, ��

F : S
1 × I → R

2 − {0} �
F (z, t) = zn + t(an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0).

��

‖F (z, t)‖ � ‖zn‖ − t‖an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0‖

� 1 − t(‖an−1‖ + · · · + ‖a1‖ + ‖a0‖) > 0,

��������, �� l
F� g, �� g �����, � (2) ��.

�	���. 
��� c > 0, 	�� (6.5.1) ��� x = cy, �

(cy)n + an−1(cy)n−1 + · · · + a1(cy) + a0 = 0, (6.5.2)




yn +
an−1

c
yn−1 + · · · + a1

cn−1
y +

a0

cn
= 0.

� c ���, 
� ∥∥∥∥an−1

c

∥∥∥∥+ · · · +
∥∥∥∥ a1

cn−1

∥∥∥∥+
∥∥∥∥a0

cn

∥∥∥∥ < 1.

� (3), ��� (6.5.2) �� y = y0, ���� (6.5.1) �� x0 = cy0. �
�������	������ Jordan���	. ������ I ����

���������, � S
1 ������������. 1887 �, C. Jordan (�,

1838∼1922) �	������������� (Cours d’analyse) �
�����

������	, ���� Jordan ���	, Jordan �
����������

������. ��������� 1905 � O. Veblen (	, 1880∼1960) ���.

����������, ���	�
���		����������.

���	� R
2 �������� (��� 6.5.1)�
 U � R

2 ��� G ��

���, � U � R
2 ���������� ∂U ∩G = ∅.

�� 6.5.1 � F � R
2 ������, A � F ����. 
 ∂F ⊂ A, �

F = A.

�� 
 F �= A, �� x0 ∈ F − A, ��� x0 = (0, 0) ∈ R
2, � F ⊂ int(B2).

� r : F → A �����. �� q : B
2 → B

2 �

q(x) =

{
r(x), x ∈ F,

x, x ∈ B2 − F .

�� F ∩ B2 − F = ∂F ⊂ A, �� q ������, �����	, q ��. ���

� q(x) �= 0, �� q̌ : B
2 → S

1 
� q̌(x) = q(x)/‖q(x)‖, � q̌ �����, ���	

6.3.1 ��. �
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�� 6.5.2 � U � R
2 �����, A� R

2 ��������.
 ∂U ⊂ A,

� U ⊂ A.

�� �� A ��
�� U ∪ A ����, � Tietze ���	, ����

i : A → A ����� r : U ∪ A → A, �� A ����� U ∪ A ����, �

∂(U ∪A) ⊂ ∂U ∪ ∂A ⊂ ∂U ∪A ⊂ A, ��	 6.5.1, U ∪A = A, �� U ⊂ A. �
�� 6.5.2 �� A � R

2 ��������, � R
2 −A ����.

�� �� A � R
2 �����, �� A �����, �� R

2 −A ����

��	������. �� R
2 − A ���, ������������ U , ��

∂U ⊂ A, ���	 6.5.2, U ⊂ A, ��. �
���	���������������.

�� 6.5.3 � J � R
2 ���������.�� R

2 −J ��������

�, ��������� J ���.

�� � U � R
2 − J �����, � ∂U ⊂ J . � x ∈ J � W � x � R

2 �

��,�� W ∩∂U �= ∅. �� J ��� S
1,���� β1 : I → J1, β2 : I → J2,��

J = J1 ∪ J2, J1 ∩ J2 = {β1(0), β1(1)},

β1(0) = β2(0), β1(1) = β2(1), J1 ⊂W.

�� y ∈ U ,	� R
2 −J ���� U ��������� z. ��	 6.5.2, R

2 −J2

����, �� R
2 − J2 ���� y � z ����� α. �� α(I) ∩ ∂U = ∅, ��

∂U = U −U ,�� α(I)∩ (U −U) = ∅,�� α(I) ⊂ (R2−U)∪U ,� R
2−U � U �

������,� z ∈ R
2−U, y ∈ U ,�� α(I)������. ��, α(I)∩∂U �= ∅.

� 6.5.1

�� ∂U ⊂ J � α(I) ∩ J2 = ∅, �� ∅ �=
α(I)∩∂U ⊂ J1 ⊂W ,��W ∩∂U �= ∅. � ∂U = J .

�
�� 6.5.4 � F = [−1, 1]2 ⊂ R

2. � h, g :

[−1, 1] → F �������, ��

g(−1) = (0,−1), g(1) = (0, 1),

h(−1) = (−1, 0), h(1) = (1, 0),

� h([−1, 1]) ∩ g([−1, 1]) �= ∅.

�	������� 6.5.1.
�� 	 i = 1, 2,� pi� F �� i��������. � hi = pi◦h, gi = pi◦g.

	�� (s, t) ∈ F , � m(s, t) = max{|h1(s) − g1(t)|, |h2(s) − g2(t)|}. 
�	���,
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� m(s, t) �= 0. ���� k : F → ∂F �

k(s, t) =
(g1(t) − h1(s)

m(s, t)
,
h2(s) − g2(t)

m(s, t)

)
,

� k ��, 	� ∀ x ∈ ∂F, k(x) �= x. ���, �� ∀ t ∈ [−1, 1],�� h1(−1) = −1,

�� g1(t)−h1(−1) = g1(t)+1 � 0,�� k(−1, t) �= (−1, t). ����, k(1, t) �= (1, t),

�� ∀ s ∈ [−1, 1], k(s,−1) �= (s,−1), k(s, 1) �= (s, 1). ����, �� F ���

B
2, � Brouwer �
��	 (��	 6.3.4), k ���
�, ��. �
�� 6.5.3 (Jordan ��	�, 1887) 
 J ��� R

2 ���������,

� R
2 − J �������������������� J .

�� � a, b ∈ J 
 ‖a − b‖ = diamJ . ��� a = (−1, 0), b = (1, 0) �

∀ (x1, x2) ∈ J � |x1| � 1, |x2| < 1. � F = [−1, 1]2, � J ⊂ F � J ∩ ∂F = {a, b},
�� 6.5.2.

� 6.5.2

�� J ��� S
1, ������ α1 : I → J1, α2 : I → J2, 
� J = J1 ∪ J2

� J1 ∩ J2 = {a, b}. � N = (0, 1), S = (0,−1). ��	 6.5.4, � N � S ����

NS � J1, J2 ������������, ���� H = (0, yH), L = (0, yL) ∈ F ,

��

yH = max{y ∈ [−1, 1] : (0, y) ∈ J}, yL = min{y ∈ [−1, 1] : (0, y) ∈ J},
� −1 < yL < yH < 1. ��� H ∈ J1. �� L ∈ J1, � NH, � J1 � H � L �

����� LS �
�	����� N � S �����, �� J2 ��, ���	

6.5.4 ��, �� L ∈ J2.

� T = (0, yT ), V = (0, yV ), ��

yT = min{y > yL : (0, y) ∈ J1}, yV = max{y < yT : (0, y) ∈ J2}.
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� H = T 
, � ĤT = {T };� H �= T 
, � ĤT �� J1 �� H � T ����

���; ���� J2 ��� V̂ L. ��, ��� TV ���� P .

(1) P ��� R
2 − J �	������.


�
, � P �� R
2 − J �	������, ��� R

2 − J ������ γ

�� P �� (0,−2). �

t0 = max{t ∈ I : γ(t) ∈ F}, K = γ(t0) = (xK , yK),

� K ∈ ∂F . �� K /∈ J , � yK �= 0, ��� yK < 0. � P̂K = γ([0, t0]). � K = S


, � K̂S = {K}; � K �= S 
, � c = (1,−1), d = (−1,−1), ��� ad ∪ dc ∪ cb
������� a, b ��������� K � S, �� K̂S, ��

NH ∪ ĤT ∪ TP ∪ P̂K ∪ K̂S

� F ��� N � S �������, �� J2 ��, ���	 6.5.4 ��.

(2) R
2 − J ���������.


�
, � W � R
2 − J ��������� P /∈ W , �� W ⊂ F . �

�	 6.5.3, a, b ∈ ∂W . ������ N̂S = NH ∪ ĤT ∪ TV ∪ V̂ L ∪ LS, ��

a, b �∈ N̂S, � N̂S ���, �� ε > 0, 
 B(a, ε) ∩ N̂S = ∅, B(b, ε) ∩ N̂S = ∅. �

� z1 ∈ W ∩ B(a, ε), z2 ∈ W ∩B(b, ε), � δ � W �� z1 � z2 �����, � F

�� a � b ������� az1 ∪ δ(I) ∪ z2b � N̂S ��, ���	 6.5.4 ��.

� (1) � (2), R
2 − J ��������. ���	 6.5.3, ��������

J ���. �
Jordan���	�������	� (��� 6.5.2)�� C ��� S

2 ���

������, � S
2 − C �������������������� C. ��

� “�����”�	
������	. Jordan���	����
�����

��
���
������.

1912 �, L. E. J. Brouwer (�, 1881∼1966) ��� “�����” �	�� U

� R
n ������,�� f : U → R

n �����,�� f(U)� R
n ����,	

���� f−1 : f(U) → U ��.

��	� R
2 
���.

�� 6.5.5 (Borsuk ����	�, 1937) � A ��� X �����, Y �

R
n �����, ��� f : A → Y ��. �� X × I ��
��, � f ����,

� f ������ g : X → Y .

�� � F : A× I → Y , �� f
F� ey0. �� F ����� X × I �����

(A × I) ∪ (X × {1}) �, 
� F (X × {1}) = {y0}, �� Tietze ���	, F ���

��� G : X × I → R
n.
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� U = G−1(Y ), � U � X × I ���� (A × I) ∪ (X × {1}) ⊂ U . � I ��

���	�	 (��	 3.6.3), �� X ��� A ��� W , 
� W × I ⊂ U . �

X ��
�, ������ ϕ : X → I, 
� ϕ(A) ⊂ {0}, ϕ(X −W ) ⊂ {1}. ��
g : X → Y � g(x) = G(x, ϕ(x)), � g � f �����. ��� H : X × I → Y �

H(x, t) = G(x, (1 − t)ϕ(x) + t), � g
H� ey0 . �

1975�, K. Morita (�, 1915∼1995)� M. Starbird��
��� Borsuk��

���	�, X × I ��
���������� X ��
�� [2].

�� 6.5.6 (Borsuk ��) � A ����, a, b ∈ S
2, � f : A → S

2 − {a, b}
�����. �� f ����, � a, b �� S

2 − f(A) ���������.

�� �� f(A) ��� A � f ����, ��	� j : f(A) → S
2 − {a, b}

�����. ��, ��� f �	�, ��� S
2 � R

2 ����� R
2 ∪ {∞}. �

a = (0, 0) = 0, b = ∞, ��	�
���� A � R
2 − {0} �����, ��	�

j : A→ R
2 − {0} ����, �� 0 �� R

2 −A �	������.


�
, � C � R
2 −A ��� 0 �

�������, D� R
2−A��	��

���	,� D��	�����, C, D

� R
2 �������� R

2−A = C∪D,

�� 6.5.3. �� j : A → R
2 − {0} ��

��, ������	, j ����� k :

C∪A→ R
2−{0}. �� h : R

2 → R
2−{0},


� h|C∪A = k, � h|D �����. �

���	, h ����. � B � R
2 ��

0����R�������, � C∪A ⊂
� 6.5.3

B◦. �� r : B → ∂B � r(x) = Rh(x)/‖h(x)‖, � r ���, ��	 6.3.1 ��. �
�� 6.5.4 (�����	�, 1912) �� U ��� R

2 ���, f : U → R
2

�����, � f(U) � R
2 ���, ���� f−1 : f(U) → U ��.

�� ���� R
2 � S

2 �����, ���
����� U � S
2 ���,

f : U → S
2 �����, � f(U) � S

2 ���, ������.

(1) �� R
2 ���� B �� U �, �� S

2 − f(B) ����.

	 a, b ∈ S
2 − f(B), ������ i : B → B ����, ��

h = f |B : B → S
2 − {a, b}

����. � Borsuk �	, a, b �� S
2 − h(B) = S

2 − f(B) ��������.

(2) �� R
2 ���� B �� U �, �� f(B◦) � S

2 ���.
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� C = f(∂B),� C � S
2��������.� Jordan���	, S

2−C ��
������,�� V, W ,���� f(B◦) ⊂ V , �� 6.5.4. ���� V = f(B◦).

��, �� a ∈ V − f(B◦), b ∈ W . � (1), S
2 − f(B) ��� a, b ����, ��

S
2 − f(B) ⊂ S

2 − C, �� a, b �� S
2 − C ���������, ��. � f(B◦)

� S
2 ���.

� 6.5.4

�	���. 	���� U ����� B, �� f(B◦) � S
2 ����, ��

f ����, �� f(U) � S
2 ����, 	� f−1 ����. �

� � 6.5

6.5.1 
 U ��� R
2 ��� G �����, � U � R

2 ����������

∂U ∩G = ∅.

6.5.2 (Jordan ��	�) 
 C ��� S
2 ���������, � S

2 −C �����

��������������� C.



�7� �����

��������������������������, ������

� [11]�

(1) ���������������������?

(2) �����������������������?

(3) ����������������?

�������������������, ��������������

��� (������) �����. �����������������. �

�, ���������; ��, ��� M �������, ������ M �

�����������	�. �������	�������������

������������, ������������
����������

��.

�����	��
�����������������, �������

�������, ���������� n ������������ R
2n+1 �

������ Whitney �� [12].

7.1 �����

���������������, �� Brouwer ������� (���

6.5.4) ����.

���
��������. � x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ R
n, ��

‖x‖ =
√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n,

|x| = max
1�i�n

{|xi|},

0 = (0, 0, · · · , 0) ∈ R
n.


 G� R
n ����,�� f : G→ R

m. � f � a ∈ G ��,���� m× n

�� A, ��

lim
‖x‖→0

‖f(a+ x) − f(a) −Ax‖
‖x‖ = 0, x ∈ R

n,
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	 f(a+ x)− f(a)−Ax = o(‖x‖). 
 Df(a) = A � f � a ���. ���� r, �

f � G ���
� r 	
	��, �� f � G �� Cr ��. ���
, ���

Cr ���, �	� r ∈ Z+.

�� 7.1.1 � A : R
n → R

n ��������, ������ µ, ��

‖Ax‖ � µ‖x‖, ∀ x ∈ R
n.

�� �� A ����, �� Ax = 0 ⇔ x = 0. 	� ‖Ax‖ � x �
	��,

������ S = {ξ ∈ R
n : ‖ξ‖ = 1} ������. � µ = inf{‖Ax‖ : x ∈ S}, �

�� µ > 0. ��� x ∈ R
n, � x �= 0, ��∥∥∥∥A
(

x

‖x‖
)∥∥∥∥ � µ, 	 ‖Ax‖ � µ‖x‖.

��� x = 0 ��	. �
�� 7.1.2 
 G � R

n ����, f : G→ R
n � Cr ��.

(1) � a ∈ G, �� Df(a) = A ��������, ���� a � G ����

� U ���� ν, �� ‖f(x′) − f(x)‖ � ν‖x′ − x‖, ∀ x, x′ ∈ U . ��, f |U ���.

(2) �� ∀ x ∈ G, Df(x) ��, � f(G) � R
n ����.

�� (1) 
 ϕ(x) = x−A−1f(x), �

Dϕ(x) = I −A−1Df(x), Dϕ(a) = 0,

�� I � n 	����. ���� a ���� U ⊂ G, ��� U � ‖Dϕ(x)‖ �
ρ < 1, �� ρ = 1/2. �� ∀ x, x′ ∈ U , �

‖ϕ(x′) − ϕ(x)‖ � ρ‖x′ − x‖.

��

f(x′) = A(x′ − ϕ(x′)), f(x) = A(x − ϕ(x)),

		� 7.1.1, ����� µ � ν = µ(1 − ρ), ��

‖f(x′) − f(x)‖ = ‖A(x′ − ϕ(x′) − (x− ϕ(x)))‖
� µ‖x′ − ϕ(x′) − (x− ϕ(x))‖
� µ(‖x′ − x‖ − ‖ϕ(x′) − ϕ(x)‖)
� µ(1 − ρ)‖x′ − x‖
= ν‖x′ − x‖.
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(2) ∀ a ∈ G, 	 (1), �� a ���� U ⊂ G, �� f |U ���. ��� λ > 0,

�� B = {x ∈ R
n : ‖x− a‖ � λ} ⊂ U .

	 S = {x ∈ R
n : ‖x− a‖ = λ}, � ∀ x ∈ S, f(x) �= f(a).

	 κ = inf{‖f(x) − f(a)‖ : x ∈ S}, � κ > 0.

	 b = f(a), W = {y ∈ R
n : ‖y − b‖ < κ/2},� W � b ����.

�	 W ⊂ f(G). ∀ y ∈W, ∀ x ∈ S,

‖f(x) − y‖ � ‖f(x) − f(a)‖ − ‖y − f(a)‖ > κ− κ

2
=
κ

2
.

��

‖f(x) − y‖2 >
κ2

4
> ‖f(a) − y‖2.

��� ψ : U → R � ψ(x) = ‖f(x) − y‖2, �� S � ψ(x) > ψ(a). �	� ψ � B

�����
�� B �
��
 c ��, ��

∂ψ(c)
∂xk

= 0, k = 1, 2, · · · , n,

	
n∑

j=1

∂fj(c)
∂xk

(fj(c) − yj) = 0, k = 1, 2, · · · , n,

�� f = (f1, f2, · · · , fn). �� Jacobi�
�

Jf (c) = det
[
∂fj(c)
∂xk

]
�= 0,

��

fj(c) = yj, j = 1, 2, · · · , n,
	 y = f(c) ∈ f(G). �� W ⊂ f(G). �
�� 7.1.1 
 G � R

n ����, f : G → R
n � Cr ��. �� H = f(G)

� R
n ����, ��� Cr �� h : H → R

n, �� h ◦ f = iG, f ◦ h = iH , ��

f : G → H � Cr ����, h � f � Cr ���. Cr ���������. ��

�� r � 1, f � Cr ��, �� f � C∞ ��, �������.

�� 7.1.1 (�����) 
 Q � R
n ����, f : Q → R

n � Cr ��,

a ∈ Q. �� Df(a) ��, ��� a ���� U ⊂ Q � b = f(a) ���� V , ��

f |U : U → V � Cr ��.

�� �� a ���� G ⊂ Q, �� det(Df(x)) �= 0, ∀ x ∈ G. �� a ���

� U ⊂ G ���� ν �	� 7.1.2 ��, �

(1) f |U ���;
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(2) V = f(U) � b = f(a) ����.

��	�

(3) g = (f |U )−1 : V → U � Cr ��.

��, � x = g(y), x′ = g(y + η) ��	� 7.1.2 � (1) �����, �

‖g(y + η) − g(y)‖ � ν−1‖η‖, ∀ y, y + η ∈ V.

�� g 
	.


 A = Df(g(y)), ��

η −A(g(y + η) − g(y))=f(g(y + η)) − f(g(y)) −A(g(y + η) − g(y))

=o(‖g(y + η) − g(y)‖) = o(‖η‖).

	���

g(y + η) − g(y) −A−1η = o(‖η‖).
�� g ����, �� Dg(y) = (Df(g(y)))−1. 	���������
	���,

f � Cr �, � g �
	�, �� g � C1 ��.

� r > 1���, ���� g � k 	
	���, 1 < k � r. ���, � Df �

g � k − 1 	
	���, �	�

Dg(y) = (Df(g(y)))−1

� k − 1 	
	���. ��, g � k 	
	���. �
�������������. ��������������
�.

�� 7.1.2 
 G � R
n ����, f : G → R

n � Cr ��, a ∈ G. ����

a ���� U ⊂ G � b = f(a) ���� V , �� f |U : U → V � Cr ��, �� f

� a (
�
) ��� Cr ��. � ∀ a ∈ G, f : G → R
n � a ��
 Cr ���,

�� f ��� Cr ��. ����, ������, ������.

��������
��f � Cr ��, Df(a) �� ⇒ f � a ��
 Cr

���.

�� 6.5.1�������	��������. ������������

���������	���. 	������	�, n 	���
	� f(z) �

���� f : C → C����, n � 1. �� lim
z→∞ ‖f(z)‖ = ∞,���� b > 0,��

‖z‖ � b �� ‖f(z)‖ > ‖f(0)‖. 
 K = {z ∈ C : ‖z‖ � b},�� ‖f(z)‖� K ���

���� K ��
 c ��. �� f(c) = 0. ��, f � c 
������ U (⊂ K)

�� f(c) ���� W , ���� z ∈ U � ‖f(z)‖ < ‖f(c)‖, �� ‖f(c)‖ ����
��, �
 7.1.1.
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 7.1.1

� � 7.1

7.1.1 
 G � R
n ����, f : G → R

n ���� Cr ��. �� ∀ x ∈ G, Df(x) �

�, � f �� G ��� f(G) � Cr ����.

7.1.2 ���� f : C − {0} → C − {0} � f(z) = z2, ∀ z ∈ C − {0}. �	�
(1) ∀ x ∈ G, Df(x) ��;

(2) f ����.

7.1.3 �������, 	�������.

7.2 � � � �

R
n ���������	
���������������������

�. �������
�, 	�
�
���� “��” ������. ��� S
2

��������
����������, ����
 p ∈ S
2 ��
�	��


�


ϕ : U → R
2.

����� f : S
2 → R, �����

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R

��� p 
�
����, �
 7.2.1.

��, ��

�� p 
�
���
�
�	���������. �

��	�
�

���������. �����
, 1913 	 H. Weyl (�,

1885∼1955)���������.
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 7.2.1

�� 7.2.1 
 M � T2 �����. (U,ϕ) �� M � (����) ��, �

� U � M ���, ϕ : U → R
m �������. ��, ϕ ������.

M ���
� (U,ϕ), (V, ψ) �� Cr ���, ����
��	�

(1) U ∩ V = ∅;

(2) U ∩ V �= ∅, ����������� Cr �� (
 7.2.2),

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → ϕ(U ∩ V ).


 7.2.2

M ���
� D = {(U,ϕ)} �� Cr ��, ��

(3) D ��
�����
��	 M ;
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(4) D ���
�� Cr ���.

Cr 
� D ��
��, ������

(5) �
� (V, ψ) � D ��
�� Cr ���, � (V, ψ) ∈ D .

M �
� Cr 
��� M �� Cr ��. M 
���� Cr ���� Cr �

�. Cr ���������. C0 ��������. C∞ ��������. ��

� M � n��,� M ���
����� R
n �������. 
� dimM = n.

� 6.4 ��
��������.

�� 7.2.1 
 M � T2 ��. � D � M �� Cr 
�, ��� M ���

��� D � Cr �� D∗, �� M � Cr ��.

�� 
 D∗ � M ���� D ���
�	����, � D∗ ⊃ D .

(1) D∗ � M �� Cr 
�. � (U,ϕ), (V, ψ) ∈ D∗ � U ∩ V �= ∅, � q ∈
ψ(U ∩ V ), � p ∈ U ∩ V , �� ψ(p) = q, ��� (W, ξ) ∈ D � p ∈W , ��

ξ ◦ ψ−1 : ψ(V ∩W ) → ξ(V ∩W )

ϕ ◦ ξ−1 : ξ(W ∩ U) → ϕ(W ∩ U)

�� Cr ��, ��

ϕ ◦ ψ−1 = (ϕ ◦ ξ−1) ◦ (ξ ◦ ψ−1) : ψ(V ∩W ∩ U) → ϕ(V ∩W ∩ U)

� Cr ��. �� ϕ ◦ ψ−1 � q 
�
� Cr ��, �� ϕ ◦ ψ−1 � Cr ��. ��,

ψ ◦ ϕ−1 � Cr ��.

(2) D∗ �
��. 
 M �
� (U,ϕ) � D∗ ���
�� Cr ���, � D∗

��
�� D ���
�� Cr ���, �� (U,ϕ) � D ���
�� Cr ��

�. 
 (U,ϕ) ∈ D∗. �
����, 
��� M �� Cr 
�, ���
 M � Cr ��.

�� 7.2.2 
 M � n � Cr ��, S ⊂ M . �� ∀ p ∈ S, �� M �
�

(U,ϕ), �� p ∈ U � ϕ(U ∩ S) = ϕ(U) ∩ (Rm × {0}),�� S � M � m ����

��. �������
� (U,ϕ) ������� S �����.

�
, ����� S ��� Cr ��� dimS = m.


 m � Cr �� M �
� (U,ϕ), n � Cr �� N �
� (V, ψ). �	�

��� (U × V, ϕ × ψ), �������� ϕ × ψ : U × V → R
m × R

n � ϕ ×
ψ(x, y) = (ϕ(x), ψ(y)). �
, ϕ × ψ(U × V ) = ϕ(U) × ψ(V ) � R

m+n ����,

ϕ× ψ : U × V → ϕ(U) × ψ(V ) �����, ���� (ϕ × ψ)−1 = ϕ−1 × ψ−1.


 (Ui, ϕi) (i = 1, 2)� M � Cr ��
�, (Vi, ψi) (i = 1, 2)� N � Cr ��


�, �� (U1 × V1, ϕ1 × ψ1) � (U2 × V2, ϕ2 × ψ2) � M ×N � Cr ��
�.
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�� 7.2.3 
 M, N �� Cr ��. ���� M ×N 

�����	�

Cr 
�, ����� Cr �� M ×N �� M � N �����.


 M, N �� Cr ��, f : M → N �
	��, p ∈M . ��� M, N �


� (U,ϕ), (V, ψ), � p ∈ U, f(p) ∈ V . �	
 f(U) ⊂ V . ��

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V )

�� f � p 
�
�����. �� f̃ � Cr �, �� f � p 
�
� Cr �; �

� f � M ����
� Cr �,�� f � Cr ��. Cr ���������. C∞

���������.

����������
���
.

�� f : M → N ���,�� f � f−1 �� Cr ��,�� f � Cr ��. Cr

���������. C∞ ���������.


 M � N �� Cr ��, U � M ����, p ∈ U . ���� f : U → N �

� U ��� f(U) ⊂ N � Cr ��, ��� f � p 
��� Cr ��.

�������������[13, 14]����������,��������

��? ��������, ������? 1960	, M. Kervaire�		��	��

� 10 ������, ����������	��. 1956 	, J. Milnor ����

� 7�����, ��������� 7 ���, ��������������

���� 7 ���. Milnor ����� 20�� 50	������	

���.

�� 7.2.4 
 M, N ��� m �, n � Cr ��, f : M → N � Cr ��,

p ∈M . �
 M, N �
� (U,ϕ) � (V, ψ), �� p ∈ U, f(U) ⊂ V . ��
	�

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ).

�� f̃ � ϕ(p) 
��� (	 Jacobi ��) �� rank(Df̃)ϕ(p), �������


���
, ��� f � p ��, 
� rankpf .

(1)�� m � n, rankpf = m,�� f � p
���. �� f � M ���
�

��, �� f �����.

(2) �� m � n, rankpf = n, �� f � p 
���. �� f � M ���
�

��, �� f �����.

	�����, �� m = n = rankpf , �� f � p 
��
 Cr ���. ��

m � n, ����������������

j : R
m → R

m × R
n−m = R

n

(x1, · · · , xm) �−→ (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0).
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�� m � n, ���������������

π : R
m = R

n × R
m−n → R

n

(x1, · · · , xn, xn+1, · · · , xm) �−→ (x1, · · · , xn).

���
���������
	�. ������, �
 n 	�����

In.

�� 7.2.1 (���������) 
 M, N ��� m �, n � Cr ��. �

f : M → N �
 p ∈ M ���, ����� p, q = f(p) 
�
� (U,ϕ), (V, ψ),

��

f(U) ⊂ V, ϕ(p) = 0, ψ(q) = 0, f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = j|ϕ(U),

�� j : R
m → R

m × R
n−m = R

n �
���.

�� ������
 p, q �
� (U1, ϕ) � (V1, ψ1), ��

f(U1) ⊂ V1, ϕ(p) = 0, ψ1(q) = 0.

�	
�
	� f̃1 = ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1 � ϕ(p) = 0 
���

Df̃1(0) =

(
Am×m

∗

)
n×m

,

�� det Am×m �= 0. 	 F : ϕ(U1) × R
n−m → R

n � F (x, y) = f̃1(x) + (0, y), ��

DF (0,0) =

(
Am×m 0

∗ In−m

)
,

�� F �� (0,0) 
������ H ⊂
ϕ(U1)×R

n−m� R
n���� G ⊂ ψ1(V1)

�����. 
 V = ψ−1
1 (G) ⊂ V1, U =

U1∩f−1(V ) ⊂ U1,� ψ1(V ) = G = F (H).

��� F ◦ j(x) = F (x,0) = f̃1(x), ��

��
 7.2.3 ����

.

� ψ = F−1◦ψ1,�
� (U,ϕ), (V, ψ)

��
�
	� f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ���

����∀ x ∈ ϕ(U),

 7.2.3

f̃(x) = ψ ◦ f ◦ ϕ−1(x) = F−1 ◦ ψ1 ◦ f ◦ ϕ−1(x) = F−1 ◦ f̃1(x) = j(x),

	 f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = j|ϕ(U). �
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�� 7.2.2 (���������) 
 M, N ��� m �, n � Cr ��. �

f : M → N �
 p ∈ M ���, ����� p, q = f(p) 
�
� (U,ϕ), (V, ψ),

��

f(U) ⊂ V, ϕ(p) = 0, ψ(q) = 0, f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = π|ϕ(U),

�� π : R
m = R

n × R
m−n → R

n �
���.

�� ����
 p, q �
� (U1, ϕ1) � (V, ψ), ��

f(U1) ⊂ V, ϕ1(p) = 0, ψ(q) = 0.

�	
�
	� f̃1 = ψ ◦ f ◦ ϕ−1
1 � ϕ1(p) = 0 
���

Df̃1(0) =
(
An×n ∗

)
n×m

,

�� det An×n �= 0. �� F : ϕ1(U1) → R
m ����	��

Fi(x) =

{
(f̃1)i(x), i � n,

xi, n < i � m,

�


 7.2.4

DF (0) =

(
An×n ∗

0 Im−n

)
,

���� 0 � R
m ����� G ⊂ ϕ1(U1), �

� F �� G � R
m ����� 0 
���

H �����. 
 U = ϕ−1
1 (G) ⊂ U1. 	�

π ◦ F = f̃1, ����
 7.2.4 ����

.


 ϕ = F ◦ ϕ1, �
� (U,ϕ) � (V, ψ), �

� f ��
	��������

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = ψ ◦ f ◦ ϕ−1
1 ◦ F−1 = f̃1 ◦ F−1 = π|ϕ(U). �

�����
���
	������. 
 U � R
m ����, f : U → R

n

� Cr ��. � b ∈ R
n, �� f(x) = b ��� f−1(b) ������. �����


� b ∈ R
n ��	 f−1(b) �� Cr ��?

�� 7.2.5 
 M, N ������, dimN = n, � f : M → N �����.

(1) �� p ∈M �� rankpf < n, �� p � f ����. f �����
��

�
� C(f). �� p ∈M �� rankpf = n, �� p � f ����.

(2) �� q ∈ N �� f−1(q) ∩C(f) �= ∅, �� q � f ����. �� f−1(q) ∩
C(f) = ∅, �� q � f ����.
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�
, f ���������� f(C(f)), f ���������� N−f(C(f)).

�� 7.2.2 (�������) 
 M, N ��� m�, n� Cr ��, f : M →
N � Cr ��. �� q ∈ N � f ����, � f−1(q) �= ∅, � S = f−1(q) � M �

Cr �����, � dimS = dimM − dimN .

�� ∀ p0 ∈ S, f � p0 
���. ��������
	� (�	� 7.2.2),

���� p0, q 
�
� (U,ϕ), (V, ψ), ��

f(U) ⊂ V, ϕ(p0) = 0, ψ(q) = 0, f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = π′′|ϕ(U),

�� π′′ : R
m = R

m−n × R
n → R

n �
���. �� f−1 = ϕ−1 ◦ f̃−1 ◦ ψ, ��

ϕ(U ∩ f−1(q)) = ϕ(U) ∩ f̃−1(0) = ϕ(U) ∩ (Rm−n × {0}).
��, S � M � m− n ������.

�
, � n = m ���, ��
�	. �
� 7.2.1 �� f : R

n+1 → R ���

f(x0, x1, · · · , xn) = x2
0 + x2

1 + · · · + x2
n.


�	, f ��	��. Jacobi ��

∂f

∂(x0 · · ·xn)
= (2x0, · · · , 2xn),

��
� x �= 0, rankxf = 1. ��, �
���� ρ� f ����,��� ρ > 0,

� f−1(ρ) �= ∅. ��, � ρ > 0, f−1(ρ) � R
n+1 ��	 n ������. ���,

S
n = f−1(1) � R

n+1 ��	 n ������.

������������������.

�� 7.2.6 
 M, N �� Cr ��. �� f : M → N � Cr ��, �

f : M → f(M) ���, �� f : M → N � Cr ��. C∞ ���������.

�� 7.2.3 
 M, N �� Cr ��. � h : M → N � Cr ��, � h(M) �

N � Cr �����, �� h : M → h(M) � Cr ��.

�� 
 dim M = m, dim N = n. ∀ p ∈ M , 	 q = h(p) ∈ h(M) = M ′. ��

h : M → N �����, 	������
	� (�	� 7.2.1), ���� p, q 


�
� (U,ϕ), (W,ψ), ��

h(U) ⊂W, ϕ(p) = 0, ψ(q) = 0, ψ ◦ h ◦ ϕ−1 = j|ϕ(U),

�� j : R
m → R

m × R
n−m �
���. 	 ∀ p′ ∈ U � ψ ◦ h(p′) = (ϕ(p′), 0) ∈

R
m × R

n−m, �� ψ(h(U)) = ϕ(U) × {0}.
�� h : M → M ′ ���, h(U) � M ′ ����, �� N ���� Q, ��

h(U) = Q ∩M ′. �� q = h(p) ∈ h(U) ⊂W ∩Q. 

�,
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(1) ϕ(U) � 0 � R
m �����;

(2) ψ(W ∩Q) � ψ(h(p)) = 0 � R
n = R

m × R
n−m �����.

��, �� R
m � 0 ���� G, R

n−m � 0 ���� H , ��

G ⊂ ϕ(U), G×H ⊂ ψ(W ∩Q).

�
 7.2.5,� V = ψ−1(G×H) ⊂W ∩Q,� V � q = h(p)� N �����,��

ψ(V ∩M ′) = ψ(V ∩Q ∩M ′) = ψ(ψ−1(G×H) ∩ h(U))

= (G×H) ∩ (ϕ(U) × {0}) = G× {0}
= (G×H) ∩ (Rm × {0}) = ψ(V ) ∩ (Rm × {0}).

�	� M ′ � N ������.


 7.2.5

� p ∈M , �
��, �� p 
�
��
	�

h̃ = ψ ◦ h ◦ ϕ−1 = j|ϕ(U),

	� h̃ : ϕ(U) → ϕ(U) × {0} � Cr ��, �� h : U → h(U) � Cr ��. 
 h

��
 Cr ���. �� h : U → h(U) �������
 Cr ��, ���� Cr

��. �

� � 7.2

7.2.1 ������ R
2 ������. �����

��������������

�������?
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(1) A = {(x, y) ∈ R
2 : xy = 0};

(2) B = {(x, y) ∈ R
2 : |x| + |y| = 1};

(3) C = {(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y = sin(1/x)};

(4) D = C ∪ {(x, y) ∈ R
2 : x = 0, |y| < 1}.

7.2.2 
 M � n � Cr ��, p ∈ U � U � M ���. 	���� M �
� (V, ψ),

�� p ∈ V ⊂ U , ψ(p) = 0 � ψ(V ) = {x ∈ R
n : ‖x‖ < 1}.

7.2.3 	���� T = S
1 × S

1 ��� C∞ ��.

7.2.4 � n ��� S
n ������
 {x,−x} ���
�������� n ���

��, 
� Pn. 	��Pn � n � C∞ ��.

7.2.5 
 M,N,L �� Cr ��. � f : M → N , g : N → L �� Cr ��, �

g ◦ f : M → L � Cr ��.

7.2.6 
 M �������, N �
������. � f : M → N �����, �	

f(M) = N .

7.2.7 (����) 
 M, N �� Cr ��, f : M → N � Cr ��, � dimM = dimN .

�� M ���, q ∈ N � f ����, � f−1(q) �= ∅, 	��

(1) f−1(q) ���� {pi}i�k;

(2) �� q � N ����� V , �� f−1(V ) =
⋃

i�k

Ui, �� {Ui}i�k � {pi}i�k � M

���������
, ���� f |Ui : Ui → V � Cr ��.

7.3 ���������

	��, ����
���

������. 	������������

���, ���
�����������, ������������.

�� 7.3.1 � X �������
�� T2 ��, ��� X ������

	 {Gi}i∈Z+ ����� Gi ���� Gi ⊂ Gi+1.

�� 	 X ��
��������, �� X �����	 W = {Wi}i∈Z+

���� W i � X ����. ���	 Gi ��.

� G1 = W1. �
���� Gi ���	. 	� Gi ���, �� W ����

� W ′ �	 Gi, 	 Gi+1 = Wi+1 ∪ (∪W ′), � Gi+1 � X ���, Gi+1 � X ��

��� Gi ⊂ Gi+1. 
�	, {Gi}i∈Z+ ����	���	. �
����
��
�

�����. ���� ε, ��

Bε = {x ∈ R
n : ‖x‖ < ε} = B(0, ε).

�� 7.3.1 � Q ��� M ���	,��� M �
�� {(Ui, ϕi)}i∈Z+ �

��	 {Vi}, {Wi}, ���
(1) �� U i ���� W i ⊂ Vi ⊂ V i ⊂ Ui;
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(2) {Ui}i∈Z+ � Q ��
����;

(3) ϕi(Ui) = B3, ϕi(Vi) = B2, ϕi(Wi) = B1.

�� �� M ���	 {Gj}j∈Z+ ��	� 7.3.1��	. 
 G0 = G−1 = ∅,

�

Gj −Gj−1 ⊂ Gj+1 −Gj−2.

� p ∈ Gj − Gj−1, ��� Q ∈ Q, �� p ∈ Q, ��� M �
� (U,ϕ), ��

ϕ(p) = 0, ϕ(U) = B3, � p ∈ U ⊂ (Gj+1 −Gj−2) ∩Q. 


V = ϕ−1(B2), W = ϕ−1(B1).

	 Gj −Gj−1 ���, ����� {pjl}l�kj , ���� {Wjl}l�kj �	 Gj −Gj−1.

	

W = {Wjl}j∈Z+, l�kj ; U = {Ujl}j∈Z+, l�kj .

	� M =
⋃

j∈Z+

(Gj − Gj−1), �� W � M ���	. ����	�, 
��	

U ��
���. ��� p ∈ M , �� j ∈ Z+, �� p ∈ Gj , �� i � j + 2 �,

Gj ∩ Uil ⊂ Gj −Gi−2 = ∅, �� Gj �� U �������. ��, U ��
�

��. �
���������, ������� {(Ui, ϕi), Vi,Wi} ���� M �� Q

������. 	�, ��	���������.

�� 7.3.2 
 M � m ��	��. � (U,ϕ) � M �
�, V, W �� M

���, ���
p ∈W ⊂W ⊂ V ⊂ V ⊂ U,

ϕ(p) = 0, ϕ(W ) = B1, ϕ(V ) = B2, ϕ(U) = B3,

��� η ∈ C∞(M,R), �������

η(q) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, q ∈ W,

(0, 1), q ∈ V −W,

{0}, q ∈M − V.

�� � t ∈ R, �

ξ(t) =

{
e−

1
t , t > 0,

0, t � 0.

	������	, ξ ∈ C∞(R,R).

� x = (x1, · · · , xm) ∈ R
m, ��

ζ(x) =
ξ(4 − ‖x‖2)

ξ(4 − ‖x‖2) + ξ(‖x‖2 − 1)
,
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� ζ ∈ C∞(Rm,R), �� ∀ x ∈ R
m, ζ(x) = ζ(−x), �

ζ(x) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, ‖x‖ � 1,

(0, 1), 1 < ‖x‖ < 2,

{0}, ‖x‖ � 2.

� q ∈M , �

η(q) =

{
ζ(ϕ(q)), q ∈ U,

0, q ∈M − U,

��� η ����	���. �

 f : M → R � Cr ��, �

suppf = {q ∈M : f(q) �= 0}

�� f ���. � suppf ���, �� f �����. ��� M ������ Cr

�����
� Cr
c (M,R).

�
, 	� 7.3.2 ���� η ���supp η ⊂ V .

�� 7.3.2 (������) � Q ��	�� M ���	, ������

{λi} ⊂ C∞
c (M,R), ���

(1) {supp λi} � Q ��
����;

(2) �� λi � 0, �
∞∑

i=1

λi = 1.

�� 	�� 7.3.1, M ���� Q �
��	� {(Ui, ϕi), Vi,Wi}. 		�
7.3.2,��� i ∈ Z+, �� ηi ∈ C∞

c (M,R), ��

ηi(q) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, q ∈ W i,

(0, 1), q ∈ Vi −W i,

{0}, q ∈M − Vi.

�� M ��	 {Ui} ��
���, ��
∞∑

i=1

ηi < +∞. ��� {Wi} �	 M , �

�
∞∑

i=1

ηi � 1. ��

λi = ηi

/ ∞∑
j=1

ηj , i ∈ Z+,

� {λi} ����	���. �
�� {λi} ������	 Q �����.
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�� 7.3.1 
 M ��	��, F, G ��� M ��������. ��

F ⊂ G, ��� g ∈ C∞(M,R), ��

F ⊂ {p ∈M : g(p) = 1} ⊂ supp g ⊂ G.

� F ����, ���	 g ∈ C∞
c (M,R).

�� 	 Q = {G, M − F}, ������� Q ����� {λi}. ��

g =
∑

{λi : supp λi ⊂ G},

� g ∈ C∞(M,R), ��

F ⊂ {p ∈M : g(p) = 1} ⊂ supp g ⊂ G.

� F ���, 	� M ��
��, ��� M ��� G0, � G0 ���� F ⊂
G0 ⊂ G0 ⊂ G. � G0 �� G, �������, ������ g0 ∈ C∞(M,R), �

�

F ⊂ {p ∈M : g0(p) = 1} ⊂ supp g0 ⊂ G0 ⊂ G.

��, g0 ∈ C∞
c (M,R). �

�� 7.3.2 
 {Ki}, {Gi} ����	�� M �	��	���	��


�����	. ���� Ki ⊂ Gi, ������ {λi} ⊂ C∞
c (M,R), ���

(1) �� Ki ⊂ supp λi ⊂ Gi;

(2) �� λi � 0, �
∞∑

i=1

λi ≡ 1.

�� 		� 7.3.1,��� i ∈ Z+, �� µi ∈ C∞
c (M,R), ��

Ki ⊂ {p ∈M : µi(p) = 1} ⊂ supp µi ⊂ Gi.

��, 1 �
∞∑

j=1

µj < +∞. �� λi = µi/

∞∑
j=1

µj , � {λi} ���
�	. �

�� 7.3.3 � M ����	��,����	�� f : M → R
l,�� l ��

����.

�� ∀ p ∈ M , �� p 
�
� (U,ϕ), �� ϕ(p) = 0, ϕ(U) = B3. 
 V =

ϕ−1(B2), W = ϕ−1(B1). 	 M ���, ��
������
� (Ui, ϕi), i � k,

���� M ��	 {Wi}i�k. ��� i � k, 		� 7.3.2,�� ηi ∈ C∞(M,R), �

�

ηi(q) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, q ∈ W i,

(0, 1), q ∈ Vi −W i,

{0}, q ∈M − Vi.


 dim M = m. � l = k(m+ 1), ���� f : M → R
l �
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f(q) = (η1(q)ϕ1(q), · · · , ηk(q)ϕk(q), η1(q), · · · , ηk(q)),

��� q ∈M − Vi �, 	� ηi(q)ϕi(q) = 0. � f ��	��.

(1) ∀ p ∈M , f � p 
���. �� i � k � p ∈ Wi. � Wi �, ηiϕi ≡ ϕi. �

� f ��
	� f̃ = f ◦ ϕ−1
i ��

f̃(x1, · · · , xm) = (∗ ∗ ∗, x1, · · · , xm, ∗ ∗ ∗),
�� rankpf � m. ��, f � p 
���.

(2) f ���. 
 q, q′ ∈M , �� f(q) = f(q′), �� ηi(q) = ηi(q′), ∀ i � k. 


q ∈ Wj , � ηj(q) = 1, �� ηj(q′) = 1, �� q′ ∈W j . � W j �, �� f ���, �

ηj(q′)ϕj(q′) = ηj(q)ϕj(q), ϕj(q′) = ϕj(q).

�� Vj ⊃W j �, ϕj ���, �� q′ = q.

����, f : M → R
l ����	��. �	 M ���, f : M → f(M) ��

�. �
��� 7.5.3 �, 
���	�, � l = 2dimM + 1 ����.

� � 7.3

7.3.1 
 M ��	��, A, B � M ������������. 	���� ϕ ∈
C∞(M,R), �� ϕ(M) ⊂ [0, 1], ϕ(A) = {0}, � ϕ(B) = {1}.

7.3.2 �� S
1 �	��
�	��
�, � S

1 �	��� R
3 �.

7.3.3 
 {(Ui, ϕi)} ��	�� M �
�, �� {Ui}i∈Z+ � M ��
�����

	. ���� i ∈ Z+, �� ηi ∈ C∞(M,R), �� supp ηi ⊂ Ui. �� η : M → R �

η(p) =

∞∑
i=1

ηi(p). 	��η ��	��.

7.3.4 
 {Ki}, {Vi} ����	�� M �	��	���	��
�����	. �

��� Ki ⊂ Gi, ���
������
 {εi}, ���	�� ε : M → R, �����

0 < ε(p) � εi, ∀ p ∈ Ki, i ∈ Z+.

7.3.5 
 U � C∞ �� M �����, h ∈ C∞(U,R), p ∈ U , h(p) �= 0. 	����

f ∈ C∞(M,R) � M ��� V �� p ∈ V ⊂ suppf ⊂ U, � f |V = h|V .
7.3.6 
 F � R

n ����. �	�� f ∈ C∞(Rn,R), �����

(1) f(x) � 0, ∀ x ∈ R
n;

(2) f−1(0) = F .

7.4 Sard � �

�����	� Whitney ������. Sard ����	��������

��. ��
������
, ��� R
m �������.
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� i = 1, 2, · · · ,m, 
 ai, bi ∈ R, ai < bi. I =
∏

i�m

(ai, bi) �� m �����,

��� |I| =
∏

i�m

(bi − ai). I =
∏

i�m

[ai, bi] �� m �����, ��� |I| = |I|.
�� 7.4.1 
 E ⊂ R

m. E �� R
m ����, � ∀ ε > 0, ���
���

m ��	�� {Ii}i∈Z+ , �� E ⊂ ⋃
i∈Z+

Ii �
∞∑

i=1

|Ii| < ε.

� R
m �����	�� I, ��������	����, ��	� I ��

��
���� 2m|I| ���������	 (��� 7.4.1). ��������

“�	��” �
� “����”.

�
, ������
����, ������
�
����. ���
�

����
��� C1 ����.

�� 7.4.1 R
m ��� E �����
������� ∀ x ∈ E, �� x �

��� Vx, � E ∩ Vx ����.

�� 
�	�
��. 
 V = {Vx : x ∈ E}. 	 E ������,�� V �

���� {Vxi}i∈Z+ �	 E. ��, E =
⋃

i∈Z+

(E ∩ Vxi) ����. �

�� 7.4.2 
 U � R
m �����, f ∈ C1(U,Rm). � U ��� E ���

�, � f(E) �����.

�� 	���� Lindelöf ��, U �	������	��
��, 	 U =⋃
i∈Z+

Ii. 
 Ei = E ∩ Ii, � E =
⋃

i∈Z+

Ei. 	� f � Ii ��� Lipschitz ��, 	�

����� Li, ����� x, y ∈ Ii � |f(x)− f(y)| � Li|x− y|,�� f(Ei) ��

��. ��, f(E) =
⋃

i∈Z+

f(Ei) �����. �

�� 7.4.3 �� I = [a, b]���	����� δ ����� J ��	, �

�� J ��	 I ������� {Ji}i�k, ��
∑
i�k

|Ji| � 2(|I| + δ).

�� �	
 J 	������	�. 	����
�������, ��

�������	������,����	
 I ���
�
��J ����

��, ���
 a, b ��
�� J �������. �����
� Ji, i � k.


	, I ⊂ ⋃
i�k

Ii �
∑
i�k

|Ji| � 2(|I| + δ). �


 K ⊂ R
n, t ∈ R. 
 Kt = K ∩ ({t} × R

n−1), � Kt � K ���.

�� 7.4.4 
 K � R
n ����, t ∈ R. ���� Kt ��� {t} × R

n−1

��� {t} ×Wt �, ������ α > 0, ��

K ∩ ((t− α, t+ α) × R
n−1) ⊂ (t− α, t+ α) ×Wt.

�� �� f : R
n → R � f(x) = |x1 − t|, ∀ x = (x1, · · · , xn) ∈ R

n, � f 
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	. 	

α = inf{f(x) : x ∈ K − (R ×Wt)}.

� α > 0, � K ∩ ((t− α, t+ α) × R
n−1) ⊂ (t− α, t+ α) ×Wt. �

���� X ��� K �� σ ��, � K � X �������
�.

�� 7.4.5 (Fubini ��) 
 K ⊂ R
n � σ ��. � K ����� Kt �

{t} × R
n−1 ����, �� K � R

n ����.

�� �	
 K ���, ������ I ⊂ R, �� K ⊂ I × R
n−1. ∀ ε >

0, ∀ t ∈ I, 	� Kt � {t} × R
n−1 �����, �� R

n−1 ���������


�� Wt, �� Kt ⊂ {t} ×Wt, � Wt �������
� |Wt| < ε. 		� 7.4.4,

����� Jt = (t−αt, t+αt), αt ∈ (0, 1),�� K∩ (Jt×R
n−1) ⊂ Jt×Wt. �		

� 7.4.3, � {Jt}t∈I ���
��� Jti , �� I ⊂ ⋃
i�k

Jti , �
∑
i�k

|Jti | � 2(|I| + 2).

��

K = K ∩ (I × R
n−1) ⊂

⋃
i�k

(K ∩ (Jti × R
n−1)) ⊂

⋃
i�k

(Jti ×Wti).

�� ∑
i�k

|Jti ×Wti | =
∑
i�k

|Jti | × |Wti | < 2ε(|I| + 2),

�� K � R
n �����. �

����
��
������.

�� 7.4.2 
 M � m �����. E ⊂M �����, �� M ���


� (U,ϕ), ϕ(U ∩ E) � R
m �����.

�
, ������
����, ���������
����.

�� 7.4.6 
 M � m�����. � E ⊂M �� ∀ p ∈ E, �� p 
�


� (V, ψ), �� ψ(V ∩ E) � R
m �����, � E � M �����.

�� ∀ p ∈ E, �� p 
�
� (Vp, ψp), �� ψp(Vp ∩ E) � R
m ����

�. 
 V = {Vp : p ∈ E}, W = ∪V . 	 W ������, �� V �����

V ′ = {Vi}i∈Z+ �	 W . � M ���
� (U,ϕ),

ϕ(U ∩ E) =
⋃

i∈Z+

ϕ(U ∩ Vi ∩ E) =
⋃

i∈Z+

ϕ ◦ ψ−1
i (ψi(U ∩ Vi ∩ E)).

		� 7.4.2,�� ϕ ◦ ψ−1
i (ψi(U ∩ Vi ∩E)) ����, �� ϕ(U ∩E) ����. �

�� 7.4.7 
 M, N �� m �����, f ∈ C1(M,N). �� E ⊂M ��

��, �� f(E) ⊂ N �����.



· 192 · � 7 � �����

�� � M ����
� (Ui, ϕi), �� U = {Ui}i∈Z+ �	 M . ���

i ∈ Z+, 
 Ei = Ui ∩ E, 
�	 f(Ei) � N �����. ∀ q ∈ N � q 
���


� (V, ψ). 
 Wi = f−1(V ) ∩ Ui, �

ψ(V ∩ f(Ei)) = ψ ◦ f(f−1(V ) ∩ Ei)

= ψ ◦ f(f−1(V ) ∩ Ui ∩E)

= ψ ◦ f(Wi ∩ E)

= ψ ◦ f ◦ ϕ−1
i (ϕi(Wi ∩ E)).

		� 7.4.2, ψ(V ∩ f(Ei)) � R
m �����, �� f(Ei) � N �����. �

�� 7.2 ���������������.

�� 7.4.8 
 V, W � N ������, f : V → N �����, h : V →W

�����. 
 g = f ◦ h−1, �

(1) x ∈ C(f) ⇔ h(x) ∈ C(g);

(2) f(C(f)) = g(C(g)).

�� ���
	�, f̃ = ψ◦f◦ϕ−1, g̃ = ψ◦g◦χ−1 = (ψ◦f◦ϕ−1)◦(ϕ◦h−1◦χ−1).


 x ∈ V . �� rankxh = dimV = dimW , �� rankh(x)g = rankxf . �
�� 7.4.1 (Sard ��, 1942) 
 M, N ���	��. �� f : M → N �

�	��, � f(C(f)) � N �����. ��, N �����
� f ����.

�� 
 dimM = m, dimN = n. ��m < n,������� L = M×R
n−m

���

F : L = M × R
n−m → N, (p, ξ) �→ f(p).

�
, dimL = n. �� M × {0} � L �����, �� F ∈ C1(L,N), ��

F (M × {0}) = f(M) � N �����, �� f(C(f)) � N �����. ���

M ��� m ���, �����	�. 	 M �������	� 7.4.8, �	


M = U � R
m ����, N = R

n.


 C = C(f), � Cj 	� U �� f ���� j 	�������� 0 ���

�
 x ���. �
, ��� k ∈ Z+,

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Ck,

f(C) = f(C − C1) ∪ f(C1 − C2) ∪ · · · ∪ f(Ck−1 − Ck) ∪ f(Ck).

(1) f(C − C1) ����.

��� a ∈ C − C1, �	

∂f1
∂x1

(a) �= 0. ��

h(x1, · · · , xm) = (f1(x), x2, · · · , xm),
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� Dh(a) ���, ���� a � R
m ����� V � h(a) ���� W , ��

h|V : V → W ��	��. ��� g = f ◦ h−1 : W → R
n. �� C − C1 ����

����� V �	, 
�	� g(h(C ∩ V )) ����.

��, 	� C ∩ V � R
n ����, �� C ∩ V � σ ��, �� g(h(C ∩ V ))

�� σ ��.

�	, ���

 (
 7.4.1), 
�

g(z1, · · · , zm) = (z1, g2(z), · · · , gn(z)) � g(t, ξ) = (t, g2(t, ξ), · · · , gn(t, ξ)),

�� ξ = (z2, · · · , zm). � t ∈ R, 
 gt : W ∩ ({t} × R
m−1) → R

n−1 �

gt(ξ) = (g2(t, ξ), · · · , gn(t, ξ)).

�

Dg(t, ξ) =

(
1 0

∗ Dgt(ξ)

)
.

� E = h(C∩V ) ⊂W ,�� g(E)t = g(Et) ⊂ {t}×gt(C(gt)). 	���
, gt(C(gt))

� R
n−1 �����,�� g(E)t � {t}×R

n−1 �����. 		� 7.4.5, g(E) �

R
n �����. 	, f(C ∩ V ) � R

n �����. (1) �	.


 7.4.1

(2) � j = 2, 3, · · · , k, f(Cj−1 − Cj) ����.

��� a ∈ Cj−1 − Cj , �	


∂jf1
∂x1∂xi2 · · ·∂xij

(a) �= 0.




η(x) =
∂j−1f1

∂xi2 · · ·∂xij

(x),

�
∂η

∂x1
(a) �= 0, η(x) = 0, ∀ x ∈ Cj−1 − Cj .

�� h : R
m → R

m � h(x1, · · · , xm) = (η(x), x2, · · · , xm), � Dh(a) ���, ��

�� a� R
m ����� V � h(a) ���� W , �� h|V : V →W ��	��.



 g = f ◦ h−1, �
 g0 : W ∩ ({0} × R
m−1) → R

n � g0(ξ) = g(0, ξ). 	���


, g0(C(g0)) � R
n �����. ��



· 194 · � 7 � �����

h((Cj−1 − Cj) ∩ V ) ⊂W ∩ ({0} × R
m−1),

f((Cj−1 − Cj) ∩ V ) = g(h((Cj−1 − Cj) ∩ V )) ⊂ g0(C(g0)),

�� f((Cj−1 − Cj) ∩ V ) � R
n �����. (2) �	.

(3) � k + 1 > m/n, � f(Ck) ����.


�	����
��� m ����� P ⊂ U, f(P ∩ Ck) ����. 	

Taylor ��, P ���� Ck ���, ���� b > 0, ����� x ∈ Ck ∩ P

� x + h ∈ P , � f(x + h) = f(x) + R(x, h), �� ‖R(x, h)‖ � b‖h‖k+1. 
 P �

�	� λ, �� P ��	 λ/l � lm � m �����. 
 Q ��������

������ x ∈ Ck ∩ Q, � Q ���
��� x + h, �� ‖h‖ � √
mλ/l, �

� f(Q) ���� f(x) ���, �	� 2b(
√
mλ/l)k+1 = a/lk+1 �����, ��

a = 2b(
√
mλ)k+1, �� f(Ck ∩ P ) ����
 lm �����
��. �����

���� S � lm(a/lk+1)n = anlm−(k+1)n. �� k + 1 > m/n, � ε > 0, ����

����� l, �� S < ε. (3) �	.

����, ���	. �
�� Sard ��� Weierstrass �
��, ��	���� Brouwer ��


��.

�� 7.4.1 
 M, N ������, dimM < dimN . �� f ∈ C1(M,N), �

f(M) � N �����.

� � 7.4

7.4.1 
 I � R
m ���	��. 	��I ����
���� 2m|I | �������

��	.

7.4.2 
 M, N ������, q ∈ N . 	��M ×{q} ����� M ×N �����.

7.4.3 
 M �
���	��. �� f ∈ Cr(M,R) ���� C(f) = M , �� f ��

���.

7.4.4 ����
���f ∈ C∞(R2,R), q ∈ R, ���� f−1(q) ���� R
2 ���

���.

7.4.5 ����
���f ∈ C∞(R2,R), q ∈ f(C(f)), �� f−1(q) �� R
2 ����

��.

7.4.6 ����
���f ∈ C∞(R2,R) �� f(C(f)) � R ���.

7.5 Whitney ��

���
 H. Whitney (
, 1907∼1989) � 1935 	����	�����, �

����,����������� “��”�����, ��� “��”,����
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“��”.

	�� n ×m ��	���� M(n,m), ���� R
n×m 

������

�. ���� M(n,m) �	���� k ���	����� M(n,m; k).

� 7.5.1 �� M(n,m) ���� M(n,m; k)� nm− (n− k)(m− k) ���

	��.

�� � M(n,m; k) ���
�. 
��� k × k �������� n ×m

��	� M(n,m) ��� G0. 
 U0 = G0 ∩M(n,m; k), � ∀ X ∈ U0 ���

X =

(
A B

C D

)
, �� A � k × k ����.

�

L =

(
Ik 0

−CA−1 In−k

)
,

�

LX =

(
A B

0 D − CA−1B

)
,

�� D = CA−1B, ��� X ���
�, 
� A,B,C ���
��	�. ��

���� A, B, C �
���,� nm− (n− k)(m− k)�,��� U0 �����


�
, 	��

ϕ0

(
A B

C D

)
=

(
A B

C 0

)
.

� (U0, ϕ0) � M(n,m; k) �
�.

���� X1 ∈ M(n,m; k), ���� n 	, m 	���� P1, Q1, ��

P1X1Q1 ∈ U0. � M(n,m; k) ���� U1 = P−1
1 U0Q

−1
1 �, ���
�


ϕ1(X1) = ϕ0(P1X1Q1),

�� (U1, ϕ1) � M(n,m; k) �
�. M(n,m; k) ������ U0, U1, · · · , Ul−1 �

�	, �� l = Ck
n · Ck

m. ��� Ui �, ���
�
 ϕi(X) = ϕ0(PiXQi). ��

Ui ∩ Uj �= ∅, �� ϕi � ϕj 
���
�


ϕj ◦ ϕ−1
i

(
A B

C 0

)
= ϕ0

[
PjP

−1
i

(
A B

C CA−1B

)
Q−1

i Qj

]

��	��. �
�� 7.5.1 
 U � R

m ���, f ∈ C∞(U,Rn). �� n � 2m,� ∀ ε > 0,�

� n×m �� A = (aij), ���
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(1) |A| = max
i,j

{|aij |} < ε;

(2) g(x) = f(x) +Ax � U ����.

�� � A ∈ M(n,m), � g(x) = f(x) + Ax, ∀ x ∈ U , � Dg(x) = Df(x) +

A. �� g ���, ��
 A, �� ∀ x ∈ U , � rankxg = m, 	 rankDg(x) =

rank(Df(x) +A) � m, 


,

Df(x) +A /∈M(n,m; k), ∀ k ∈ {0, 1, · · · ,m− 1}.

� k < m, �

ψk : M(n,m; k) × U →M(n,m), (B, x) �→ B − Df(x).

�� n � 2m, ��

nm− (n− k)(m− k) +m � nm− [n− (m− 1)][m− (m− 1)] +m

= nm− (n− 2m) − 1 � nm− 1,

dim(M(n,m; k) × U) < dimM(n,m).

	 Sard �� (��� 7.4.1), ψk(M(n,m; k) × U) � M(n,m) �����, ���

�

A = (aij) ∈M(n,m) −
m−1⋃
k=0

ψk(M(n,m; k) × U),

�� |A| < ε. �� ∀ x ∈ U, ∀ k < m, � Df(x) + A /∈ M(n,m; k). ��, ��

g(x) = f(x) +Ax � U ����. �

 U, K ��� R

m �������, K ⊂ U . � f ∈ C1(U,Rn), x =

(x1, · · · , xm) ∈ U , 	�

f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)) = (f1(x1, · · · , xm), · · · , fn(x1, · · · , xm)).




|f |(0)K = max
1�i�n

sup
x∈K

{|fi(x)|},

|f |(1)K = max
1�i�n

{
|f |(0)K ,

∣∣∣∣ ∂f∂xi

∣∣∣∣
(0)

K

}
.

�� 7.5.2 
 U, K ��� R
m�������, K ⊂ U . �� f ∈ C1(U,Rn)

� K ����, ���� δ > 0, ����� g ∈ C1(U,Rn), � |g − f |(1)K < δ, � g

� K ����.
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�� � g ∈ C1(U,Rn), x ∈ U , ��

∆(g, x) =
∑

1�i1<···<im�n

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂gi1 (x)

∂x1
· · · ∂gi1 (x)

∂xm

...
...

∂gim (x)
∂x1

· · · ∂gim (x)
∂xm

∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.

����� x ∈ K, � rankDf(x) = m, �� ∆(f, x) > 0, ���� δ > 0, ��


� g ∈ C1(U,Rn), |g − f |(1)K < δ, ���� x ∈ K, � ∆(g, x) > 0. 
 g � K ��

��. �
�� 7.5.3 
 M � m ��	��, n � 2m, �


(1) f ∈ C∞(M,Rn) ��� H ⊂M ����;

(2) (U,ϕ) � M �
�;

(3) ϕ(U) = B3, V = ϕ−1(B2), W = ϕ−1(B1),

���� ε > 0, �� g ∈ C∞(M,Rn), ���

(a) g(p) = f(p), ∀ p ∈M − V ;

(b) g � H ∪W ����;

(c) ‖g(p) − f(p)‖ < ε, ∀ p ∈M.

�� 	 K = H ∩ V ⊂ U � f̃ = f ◦ ϕ−1 ∈ C∞(ϕ(U),Rn), ��� ϕ(K) ⊂
B2 ⊂ ϕ(U), �� ϕ(K) � R

m ����. 		� 7.5.2, �� δ > 0, ��
�

g̃ ∈ C1(ϕ(U), R
n), |g̃ − f̃ |(1)ϕ(K) < δ, ���	 g̃ � ϕ(K) ����.

		� 7.3.2,�� η ∈ C∞(M,R), ����

η(p) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, p ∈ W,

(0, 1), p ∈ V −W,

{0}, p ∈M − V.

� ϕ(U) = B3�,��� f̃ = f ◦ϕ−1��	� 7.5.1,����
�� A ∈M(n,m),

�� f̃(x) + Ax � ϕ(U) = B3 ����. � M �, �� g(p) = f(p) + η(p)Aϕ(p),

��� p ∈M −V ,�
�� η(p)Aϕ(p) = 0. ��� ϕ(U)�, g̃(x) = g ◦ϕ−1(x) =

f̃(x) + η(ϕ−1(x))Ax, ��
� A ��
��, �
�� |g̃ − f̃ |(1)ϕ(K) < δ. ��

(a) g(p) = f(p), ∀ p ∈M − V ;

(b) � K = H ∩ V �, g ���; � H − V �, g = f ���; � W �, 	�

g̃(x) = f̃(x) +Ax, �� g ���. ��, g � H ∪W ����.

(c) ‖g(p) − f(p)‖ = ‖η(p)Aϕ(p)‖ < 3|A|, ��
� A �
����, ��

‖g(p) − f(p)‖ < ε, ∀ p ∈M . �
�� 7.5.1 (Whitney����, 1935) 
 M � m��	��. �� n � 2m,

���� f ∈ C∞(M,Rn) � ε > 0, �� g ∈ C∞(M,Rn), ��
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(1) g �����;

(2) ‖g(p) − f(p)‖ < ε, ∀ p ∈M .

�� 	�� 7.3.1, 
 {(Ui, ϕi), Vi,Wi} ��� M �
��	�. ���	

�
�� {fi} ⊂ C∞(M,Rn), 	��
������	. ��, 
 V0 = W0 = ∅,

f−1 = f0 = f . �
� j < k, ���� fj ∈ C∞(M,Rn), ���

(aj) fj(p) = fj−1(p), ∀ p ∈M − Vj ;

(bj) fj � Hj =
j⋃

i=0

W i ����;

(cj) ‖fj(p) − fj−1(p)‖ < ε/2j, ∀ p ∈M .

		� 7.5.3, �� fk ∈ C∞(M,Rn), ����� (ak), (bk) � (ck). ����

��
 {fi} ����	.

��� p ∈ Wl0 ,	W l0 ���� {Vi}��
���,�� k0 > l0,�� k > k0

�� Vk ∩W l0 = ∅, �� fk(p) = fk+1(p), 
��� g(p) = lim
k→∞

fk(p), ∀ p ∈M .

(1) ∀ p ∈ M, ∃ k0 > l0, �� p ∈ Wl0 � k > k0 �, � g(p) = fk(p). 	 fk �

Hk ⊃W l0 ����, g ∈ C∞(M,Rn) �����.

(2) ∀ p ∈M, g(p) = f(p) +
∞∑

k=1

(fk(p) − fk−1(p)), ��

‖g(p) − f(p)‖ <
∞∑

k=1

ε

2k
= ε. �

	�, �� m ��	�� M ���	���� 2m ����� R
2m �. �

������������, �	������. �������������

��.

�� 7.5.4 
 G � m ��	�� M ���, (U,ϕ) � M �
�, W ⊂
V ⊂ U � ϕ(U) = B3, ϕ(V ) = B2, ϕ(W ) = B1. �


(1) f ∈ C∞(M,Rn) ��� G �� U �����;

(2) η ∈ C∞(M,R) ��

η(p) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, p ∈ W,

(0, 1), p ∈ V −W,

{0}, p ∈M − V.

�� n > 2m � ε > 0, ��� b ∈ R
n, ‖b‖ < ε, ������� g ∈ C∞(M,Rn)

� G ∪ V ����, �� g(p) = f(p) + η(p)b.

�� 
 D = {(p, q) ∈ M ×M : η(p) �= η(q)}, � D � M ×M ����. �

��� θ : D → R
n �

θ(p, q) = −f(p) − f(q)
η(p) − η(q)

.
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�� n > 2m, 	 Sard ��, θ(D) � R
n �����, ���� b ∈ R

n − θ(D), �

� ‖b‖ < ε. ���	, g � G ∪ V ����.

∀ p, q ∈ G ∪ V , 
 g(p) = g(q), �� η(p) = η(q), ��

b = −f(p) − f(q)
η(p) − η(q)

∈ θ(D),

��. ���� f(p) = f(q) � p, q ∈ V � p, q ∈ G− V , �� p = q. �
�� 7.5.2 (Whitney �����) 
 M � m��	��. � n > 2m,��

������ f ∈ C∞(M,Rn) � ε > 0, �� g ∈ C∞(M,Rn), ��

(1) g ������;

(2) ‖g(p) − f(p)‖ < ε, ∀ p ∈M.

�� �������
	���	�, ∀ q ∈ M, �� q 
���� Q, �

� f |Q ���. � Q 	������ Q 	����, �	�� 7.3.1, �� M

�� Q �
��	� {(Ui, ϕi), Vi,Wi}. �		� 7.3.2, ��� i ∈ Z+, ��

ηi ∈ C∞(M,R) ��

ηi(p) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, p ∈W i,

(0, 1), p ∈ V −W i,

{0}, p ∈M − Vi.

��������	����
 {fi} ⊂ C∞(M,Rn). ��, � f0 = f . �����

� f0, · · · , fk−1,������ bk ∈ R
n, ‖bk‖ < ε/2k,�� fk(p) = fk−1(p)+ηk(p)bk,

���

(a) fk �����;

(b) fk(p) = fk(q) ⇒ ηk(p) = ηk(q) � fk−1(p) = fk−1(q).

		� 7.5.2,
� bk ���
��, � (a) �	. ��

Dk = {(p, q) ∈M ×M : ηk(p) �= ηk(q)}

��� θk : Dk → R
n �

θ(p, q) = −fk−1(p) − fk−1(q)
ηk(p) − ηk(q)

.

�� dim(M×M) = 2m < n,	 Sard��,� θk(Dk)� R
n�����. ����


��� bk ∈ R
n−θk(Dk),� (b)�	. ���,��� p ∈M ,�� fk(p) = fk(q)

� ηk(p) �= ηk(q), �� (p, q) ∈ Dk �

bk = −fk−1(p) − fk−1(q)
ηk(p) − ηk(q)

,
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�� bk /∈ θk(Dk) ��.

��� 7.5.1���	�, � l0 ∈ Z+,�� k0 > l0,�� ∀ p ∈Wl0 , k � k0, �

fk(p) = fk+1(p),���� g(p) = lim
k→∞

fk(p)�� ∀ p ∈Wl0 , k � k0� g(p) = fk(p).

� g : M → R
n ���	. �
��	 g ���.


 p, q ∈M � g(p) = g(q), ��� k0 ∈ Z+, �� ∀ k � k0 �

fk(p) = g(p) = g(q) = fk(q),

�� ηk(p) = ηk(q) � fk−1(p) = fk−1(q), �� ηk−1(p) = ηk−1(q) � fk−2(p) =

fk−2(q). ���	, � {
ηj(p) = ηj(q), j = 1, 2, · · · ,
f(p) = f0(p) = f0(q) = f(q).


 p ∈ Wi, �	 ηi(p) = ηi(q) = 1 �� q ∈ W i ⊂ Vi. �� f |Vi ���, �

p, q ∈ Vi, f(p) = f(q), �� p = q. 
 g : M → R
n ���. �

	��������. 
 X, Y ������, �� f : X → Y �����

�, � Y ������� f ���� X ���.

������������.

�� 7.5.5 
 Y ��
�� T2 ��. � f : X → Y �����, � f ��

��; � f ����, � f �������.

�� 
 F � X ���. ��� y ∈ Y − f(F ), �� y � Y ���� W ,

� W ���. 	� F ∩ f−1(W ) � X ���, �� f(F ) ∩W = f(F ∩ f−1(W ))

� Y ���, ��� Y ���. �� y /∈ f(F ) ∩W , �� y ��� V ⊂ W , ��

V ∩ (f(F ) ∩W ) = ∅, �� V ∩ f(F ) = ∅. 
 f(F ) ���. �� f ����. �
�� 7.5.6 
 X � T2 ��, f : X → R

n �
	��, � p1 : R
n → R �


�. � f1 = p1 ◦ f �����, � f ������.

�� 
 K � R
n ���, � p1(K) ⊂ R �����, ������ b > 0,

�� p1(K) ⊂ [−b, b], �� K ⊂ p−1
1 ([−b, b]), �� f−1(K) ⊂ f−1

1 ([−b, b]) ���.

�
�� 7.5.7 �M ��	��, ���� n ∈ Z+,���	���� f : M →

R
n.

�� 	�� 7.3.1, 
 {(Ui, ϕi), Vi,Wi} ��� M �
��	�. �		�

7.3.2,��� j ∈ Z+, �� ηj ∈ C∞(M,R), �� ∀ p ∈M ,

ηj(p) ∈

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{1}, p ∈ W j ,

(0, 1), p ∈ Vj −W j ,

{0}, p ∈M − Vj .
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�� α : M → R, ���� α(p) =
∞∑

j=1

j · ηj(p), � α(p) ∈ C∞(M,R). � R ���

K, ���� b > 0, �� K ⊂ [−b, b], � α−1(K) ⊂ α−1([−b, b]) ⊂ ⋃
j�b

W j ���.

��, α �����.

��� f : M → R
n, �� f(q) = (α(q), 0, · · · , 0). 		� 7.5.6, f �����.

�
�� 7.5.8 
 X � T2 ��, f : X → R

n �����, g : X → R
n �
	�

�. ����� p ∈ X , ‖g(p) − f(p)‖ � 1, �� g ������.

�� 
 K � R
n ���, ����� b > 0, �� K ⊂ Bb. �� ‖f(p)‖ �

‖g(p)‖ + 1, �� g−1(K) ⊂ g−1(Bb) ⊂ f−1(Bb+1), �� g−1(K) ���. 
 g ��

���. �
�� 7.5.3 (Whitney����, 1935) 
M �m��	��. � n � 2m+1,

������	���� h : M → R
n, �� h(M) � R

n ����	�����

	����� M .

�� 		� 7.5.7, ���	���� f : M → R
n. 	 Whitney ����

7.5.1, ������ g ∈ C∞(M,Rn), �� ∀ p ∈ M � ‖g(p) − f(p)‖ < 1/2. �

	 Whitney ����� 7.5.2, ������ h ∈ C∞(M,Rn), �� ∀ p ∈ M �

‖h(p)− g(p)‖ < 1/2,�� ‖h(p)− f(p)‖ < 1. 		� 7.5.8, h�����,�		�

7.5.5, h �������. ��, ���� 7.2.3, h(M) � R
n ����	����

�	��� M . �
�� 7.5.1 ���	�������.



��, 1944	, Whitney ��� “Whitney ��”���, 	������

��� [11]�
 M � n �� Cr ��, ��� M � R
2n−1 � Cr ��, ����

M � R
2n ���� Cr ��.

� � 7.5

7.5.1 �� Whitney �����	���, 	� Whitney �����.

7.5.2 
 X, Y ������. � f : X → Y 
	, � f ������
������

���� X ���
 {xn} �� {f(xn)} � Y �����
, �� {xn} ��������
���
.

7.5.3 ��� Whitney ����	�����	����

���
������

���.
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