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摘要: 本文以 1961 年 A le xandr off 提出的映射与空间相互关系的思想为线索, 有选择地介绍一

些关于度量空间映像研究的新老问题及其结果, 主要围绕序列覆盖映射的引入及其作用展开讨论, 介
绍某些弱第一可数空间类, 如序列空间� Fr 瓦het 空间�强 Fr 巍het 空间�严格 Fr 巍het 及其双序列

空间等与度量空间的映射联系, 阐述用映射刻画空间的精髓, 彰显布拉格拓扑学会议的持久魅力.
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0 引言

捷克斯洛伐克科学院 (c A s) 与国际数学联盟 (IM U ) 于 19 61 年在布拉格召开了第 1届 �一
般拓扑学以及它与现代分析和代数的关系� 的学术会议 (To pologieal Sym posium , International

C onfe renee on G eneral肠pology and its R elations to M odern A nalysis and A lgebra), 简称布拉

格拓扑学会议 111 . 自 19 61 年起, 布拉格拓扑学会议每五年召开一次.第 n 届布拉格拓扑学会议

于 2011 年 8 月 7 日一13 日在布拉格召开 , 主题是纪念布拉格拓扑学会议50 周年 (见 ht tP: //

www .toposym .ez/index.htm l).在 1961年的会议上, 苏联科学院院士 Alexandroff(苏, 1896一1982)
作了关于拓扑空间及其连续映射的著名演讲 [zl , 提出了用映射研究空间的设想, 即将各式各样的

空间类通过映射作为纽带把它们联系在一起 , 然后按空间类与映射类之间的不同而分门别类地进

行研究. 在过去的 50 年间, 探讨度量空间映像理论的论文或综述报告已大量发表. 该课题已成

为一般拓扑学发展的经典研究方向, 为学科的进步与繁荣做出了突出的贡献 [�一5].

A le xandr o任设想是一个庞大和影响深远的研究方向. 在 19 61 年布拉格国际拓扑学会议 30

周年之际, 本文第一作者曾撰文 �关于 A rh ange rsk i:的 �映射与空间 �, [0l 综述了该方向对于一般

拓扑学及集论拓扑学产生的持续推动作用.在 Al ex an dr off 的论文 �2]发表 50 周年之际, 本文仅

以 �序列覆盖映射 �的一篇论文为切入点 , 试图从一个侧面说明关于映射与空间相互分类思想的

来龙去脉以及它对激发新的研究工作的重要性.

在为数众多的论文中, R ank siw iee(美 , 1941一)的论文 �Sequenee一eovering and countably

bi一quotient m appings, �eoe二ITo 尹01叩, A即1., 1971, 1: 143一154,, 应被flJ 入 �空间与映射专题,, 必

读的经典文献.在 5iw ie C 的论文发表后的 40 年间, 关于度量空间映像理论的研究已表明序列覆

盖映射的思想成为联接分析与拓扑之间的重要桥梁, 可数双商映射编织了介于伪开映射与开映射

或完备映射之间的美丽纽带. 1999 年, 燕鹏飞 [v, 定理 �4�4}证明了 �闭的序列覆盖映射保持可度

量性 �.2008 年 , Sa ka ilsl 证明了 �闭的可数双商映射保持 杖空间 �.这仅是众多成就中一些突出的

例子.据谷歌学术搜索查寻, 引用过上述 Si w iec 的论文的国外知名作者有 A rhan ge rsk ii , B oon e ,
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D oleeki, Fo ged , G rue n h ag e , M an eus o , M ich ae l, N ag am i, N ogu ra , O ls on , S ah i, Sh 砍 h m at ov ,

si m on , suz咖 , Ta m an �, Jhnaka 等.国内也有为数不少同行的论著引用了 Si wi ec 的论文, 我们

就是其中最大的受益者 比91.

作为一个插曲, 在此简要介绍 si w iec . R ank si w iec 的第一篇论文是 1968 年与 Nag at a( 日,

19 25 一20 07 )合作发表的关于 , 空间的优秀论文, 证明了在正则空间中具有 a 离散网络 �具有 a

局部有限网络与具有 �闭包保持网络的空间是相互等价的, 这结果毫无疑间堪称广义度量空间

理论中最亮丽的明珠之一 1972 年, Si w iec 于美国匹兹堡大学获得数学博士学位 (导师 N ag at a

教授).196 8 年至 1976 年, si w iec 共发表 12 篇论文.1977 年起他转行从事程序设计工作, 拓扑生

涯至此落幕.1979 年, Si w iec 进入美国电话电报公司 (AT & T ), 至2003 年退休,

20 世纪 90 年代前后, 在国际上关干序列覆盖映射的研究已较少见干文献报道.此时, 国内关

于广义度量空间的研究正如火如茶.1987年 , 高智民110] 引入 �cs , 网络,�( cs 气ne two rk )研究广义

度量空间, 为充分展示序列覆盖映射等映射类的作用提供了不可多得的平台. 此后 , 几类序列覆

盖映射的引入为步履维艰的 �空间与映射理论 , 拓展了研究的广度 �注入了静泊羊的活力. 正是因

为国内学者的一系列工作 , 致使 �序列覆盖映射类 � 更深入的作用为人所知, 形成了推进课题发

展的核心问题 , 并使 �序列覆盖映射 �在沉寂多年后重回乐园.至今 , 关于序列覆盖映射类的研究

已形成了空前繁荣的局面, 国内学者用这些映射类探索广义度量性质的论文不断涌现 , 同时也有

部分国外学者在我们的基础上获得了更进一步的工作 , 再现了广义度量空间理论的昌盛情景 15] .

尽管人们对于序列覆盖映射及可数双商映射已有相当深入的了解, 其各种性质亦广为人知,

作为本文论述的主线索有必要重提 Si w iec 文 In �中给出的三个间题.

si w iec ll �l证明了第一可数空间上的几乎开映射是序列覆盖映射.

问题 0.11 , �, 间题2 �(a) ] R 阮be 七空间上的几乎开映射是否为序列覆盖映射?

问题 0 .2111, 问题 ���阁] 给出空间 x 的内在刻画, 使其满足: 定义于 x 上的每一几乎开映

射是序列覆盖映射.

si w iec ll �, P. �sa] 指出下述猜测是不正确的:空间 Y 是双序列空间当且仅当到Y 上的每一序

列覆盖映射是双商映射. Si wi eC 同时提出了下述问题.

问题 0. 3 ��, 间题峨�5} 修正上述叙述以刻画双序列空间 �.
对于度量空间的映像, 我们曾在著作 �广义度量空间与映射 �阁 中给予了专门的论述 , 主要

阐明了度量空间关于商映射 �开映射 �闭映射 �紧覆盖映射 �, , 映射 �紧映射等的研究结果. 本

文的目的是围绕上述间题以及序列覆盖映射, 介绍关于度量空间映像研究的一些进展 , 同时提出

一些问题供有兴趣的读者研究.特别声明的是 , 间题 0.1和间题 0. 3 已由y五nag 而ot ol , 2]给予回
答.伴随着问题 0. 3 的解决, �集列覆盖映射 , 的概念及相关工作被引出, 这或许是当前映射与空

间理论中最值得进一步探讨的课题之一

如未事先说明, 本文所论映射都是连续的满射.未定义的术语及简单的学科历史概述请参考

E ng elki ng 的著作 �13 ].

1 强 价6ch et 空间

本节介绍几个熟知的弱第一可数空间类 2.关于弱第一可数空间类的详细介绍推荐读者阅读

文献 �巧], 其中包含有弱第一可数空间类的形成 �关系 �72 个例子与 414 篇文献.

1 si w iec [ll , 间题 4. 51还涉及一个第一可数空间的子间题, 由于不在本文讨论的范围内, 没有引用.

2 本文中的 �弱第一可数空间类 , 意指第一可数空间类的推广. 在文献中有一类空间就称为 �弱第一可数空
间�(weak ly fir st co unt ab le sP ac e) , 也称 �,gf 可数空间�勿j- co unt ab le sP ace ll� ]) , 本文不予涉及. 这空间类是由
弱基 (见定义 3.1) 定义的, 第一可数空间冷弱第一可数空间睁序列空间.
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在分析学中收敛序列是最基本的论述对象. 对于拓扑空间中收敛序列的研究导出了序列空

间和 R �ch et 空间的概念.空间x 称为Fr �ch et 空间(R �ch et sP ac e[�0]) , 若x �兀c x , 则存在
由A 中元组成的序列收敛于x.空间X 称为序列空间(se qu en tial sP ac ell �]) , 若x 的子集 A 关
于收敛序列是封闭的 (称 A 为序列闭集), 则 A 是 x 的闭集. 显然, 第一可数空间是 R �ch et 空

间, R 6ch et 空间是序列空间. 由度量空间及其特定的映像揭示了这些空间类的本质联系.

设映射 f : X � y . f 称为几乎开映射(al m os t 叩en m ap ), 若对于每一 夕任y , 存在

二 � f一1(u) , 使得 x 在 X 中的每一邻域关于 f 的像是 夕在 Y 中的邻域. f 称为伪开映射
(Ps eu do 一op en m aP ), 若对干每一 �任Y , 如果 X 中的开集 U 包含 f一�(功, 则 f(明 是 , 在 Y 中

的邻域.

闭映射与几乎开映射都是伪开映射. 伪开映射是商映射. 而连结从序列空间到度量空间 �

R 阮he t空间到度量空间的 �桥梁 �分别是商映射与伪开映射.

定理 1.111 6] (l) 空间 x 是序列空间当且仅当 x 是度量空间的商映像.

(2)空间X 是 Fr �che t空间当且仅当 X 是度量空间的伪开映像�
从映射的角度 , 序列空间与 Fr 改he 七空间的区别在于商映射与伪开映射的区别. 如何确保映

入一空间上的商映射是伪开映射? w hyb盯n( 美 , 19 04一1969 )解决了这一问题.空间 X 称为可达

空间(acc es sibi hty space [�7]) , 若x 是x 的子集 A 的聚点, 则存在x 的闭集c 使得x是c 的聚
点, 但 x 不是 C \A 的聚点.

乃 的 R 6ch et 空间是可达空间. 但 Tl 的第一可数空间未必是可达空间. 如令 X 是自然数
集 N 赋予有限余拓扑 , 则 X 是第一可数的 Tl 空间.让 A = {2无+ 1 :k 任N }, 则 �是 A 的聚点,

若 C 是 X 的闭集且 0 是 C 的聚点, 则 C = X , 于是 0 仍是 C \A 的聚点.从而, X 不是可达空

间.

定理 1.2117} Tl 空间 Y 是可达空间当且仅当到 Y 上的每一商映射是伪开映射.

定理 1.1表明了商映射和伪开映射的重要性.但是即使两个闭映射的乘积映射也未必是商映

射. 有不少条件可保证两个商映射之积是商映射, 典型的是映射的 �极限提升�性质.映射 f :

x � Y 称为极限提升映射(llm it llfti ng m ap lls ]) , 若Y 中的网{�d}收敛于点 �, 则存在 X 中的
网{娜} 收敛于某点 x �f一�(功使得 {f(x*)} 是 {军�} 的一个子网.极限提升险质引出了双商性

质的概念, 即寻求的积映射的商映射性质.

定理 L 3[ls ] 对于 乃 空间 Y 及映射 f :X � Y , 下述条件等价:

(1) f 是极限提升映射;

(2)对于每一空间 Z , f x 记z :X x Z � Y x Z 是极限提升映射;

(3) (bi- qu ot le nt )对于每一空间 z( 可设为 几 的仿紧空间), f x id z :X x Z � Y x Z 是商

映射.

在 H 句ek [ls I的论文发表后, M ich ae l!�川用单一映射刻画了双商性质, 即映射 f :X � Y 满

足:对于每一 , �Y , 若 X 的开子集族 u 覆盖 f一�(功, 则存在有限的邵 c � 使得 f (U u� )是 ,

在Y 中的邻域. 由此, M ich ae l引入了双商映射(bi一qu ot ien t m ap [�0l) 的概念.也许, 正是由于双
商映射与极限提升映射的关系, 启发 Siw le C 定义了 �可数双商映射 �与 �序列覆盖映射 �.

设映射f :x � y .f 称为可数双商映射(co unt ab ly bi一quo tient m ap [l �]) , 若 �任Y 且X 的
可数的开集族 u 覆盖 f一1(功, 则存在有限的u� c u 使得 f (U u� )是 , 的邻域. f 称为序列覆盖

映射(seq ue nc e一co ve ring m ap [l �勺, 若 y 中的序列 {�二}收敛于y, 则存在X 中的序列{x二}收敛
于 x 任f一1(功使得每一 x �任f一�(万�), Vn 任N .

显然, 可数双商映射是伪开映射.对照定理 1.1和定理 1.2 , 如何刻画度量空间的可数双商映

像? 如何刻画 �每一商映射是可数双商映射 �的空间? 这就是月林胃的 �强 R 6ch et 空间�和 �强可
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达空间 �

空间X 称为强外良he t空间(stro llg ly R �ch et sP ac e[��]) , 若 {A �}是x 中递减的集列且点

x �氏 ��兀 , 则存在 X 中的序列 {从}收敛于 x, 且每一x �任A �, Vn 0 N . 空间 X 称为强可
达空间(strong aeeessibility spaee{�l), 如果 {A �} 是空间 x 的递减的集flJ 且点 x 是侮一 八�的

聚点, 则存在 X 的闭子集 C 使得 x 是 C 的聚点, 但是对于每一 n 任N , x 不是 C \态�的聚点.

定理 1.411 �] (l )空间 x 是强 R �ch et 空间当且仅当 X 是度量空间的可数双商映像 �

(2) Tl 空间y 是强可达空间当且仅当侮一到 Y 上的商映射是可数双商映射.

在 几 空间中有下述关系, 但都不可逆 {� ]:

强 R 改he t 空间 二共卜

攀

Fr 芭chet 空间 一今

强可达空间

妙

可达空间.

对每一p �口N \N , 让X = N u {对 , 赋x 予 口N 的子空间拓扑, 则x 是强可达空问!� � 例 � �月.
但 X 不是 k 空间 �.

提醒读者关注下述间题.

1978 年, Ya nag im ot �!��}构造例子给予问题 0.1 以否定回答.

问题 1.5 强 R �ch et 空间上的几乎开映射是否序列覆盖映射?

问题 1.6120 } 闭的序列覆盖映射是否保持强 R �ch et 空间性质?

问题 1.7{� �} 刻画空间 Y 使得到 Y 上的每一闭映射是可数双商映射.

由上述l,rjJ 题可想到如何 �刻画空间 Y 使得到 y 上的每一伪开映射是可数双商映射�. M i(il ,:喇

(美, 1925一)等定义了严格弱于强可达空间的 �严格 A 空!可 �(Stri ot A一space}2�l) , 刻画了这一性
质.

至此, 我们以商映射与序列空间 �伪开映射与 Fr �ch et 空间及可数双商映射 �了强 Fr 改加t 空

间中的研究花絮窥视了映射与空间相互分类的大致轮廓及基本思路. 套用 1623 年伽利略 (意.

156 4一164 2)在 �试金者 �(T he A ss ay er )中的一段名言 4:一般拓扑学(哲学)被写在宇宙这部永远

在我们眼前打开着的大书上 , 我们只有学会并熟悉它的语言和符号以后才能读懂这部书. 它是用

空间与映射(数学)语言写成的, 字母是开集 �闭集 �同胚 �连续以及其它概念(三角形 �圆以及其

它几何图形).

20 世纪 60 年代 , 正当一般拓扑学的百花园繁花似锦之时, Al ex al ldro ff 既向我们吹响了通

向 �珠峰 � 的气势磅礴之燎亮号角, 同时为我们提供了辟山跨堑的美妙绝伦之精良装备. 如何

在具体的空问上实现 Al ex an dro ff 设想还有很长和艰巨的路要走, 其前景充满希望又扑朔迷离

A rh an ge l�s ki il �4}(俄. 1938一) 的著名综述报告既描绘了 �映射 , 帝国的壮丽景象. 又开启了 �空
间 �时代的漫漫征程.

2 严格 价阮h et 空间 �双序列空间

从本节起, 我们将朝着 Al ex all dro ff- A rhan ge rsk il指明的方向, 介绍国内外学者关于弱第一

可数空间类及序列覆盖映射的相互关系, 包含关于度量空间映像研究的相关问题.

首先, 我们把意图放在强 Fr 6ch et 空间的加强上.即不要求空间集列递减的条件. 空问 X 称

为严格 用 ehet空i司(strietly R �ehetspaeeI22}), 若 {A �}是空l旬J丫的集列且 二任自7:��可 �则存

存 X 中收 效干 x 的序 列 行 �飞伸得每一 肠 � A �.丫n � N

3 拓扑空间 x 称为k 空间(k一印ac e{� �J) , 若 丫的子集 A 与x 的每一紧子集 K 的交是 K 的闭集 则 A 是 丫的
闭集.序列空间是 k 空间,

4 楷 仔为替换语, 括号内为伽利略原话.
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下面是严格 R 包he t 空间的重要刻画.

定理 2.ll a3] 设 X 是严格 Fr �ch et 空间. 若 二�n � N兀 , 则存在 X 中收敛于 工的序列

{b�} 满足:对于每一 n 任N , {m 任N :b� �A �}是无限集.

在较早的一些文献中, 严格Fr �ch et 空间也称为二空间(二一sP ac eI24一251) .显然, 有下述关系,
但均不可逆 [z6 l:

第一可数空间 井 严格 Fr �ch et 空间 井 强 R �ch et 空间 井 R �ch et 空间

在映射性质方面, 朱建平 牌7}定义了二映射(二一m ap )以研究 �空间.如给出了 �映射的刻
画, 证明了 �映射保持 � 空间等.在此, 把 二映射重新命名为 �严格可数双商映射 �.

映射 f :X 一 Y 称为严格可数双商映射(strietly eount ably bi一quotient m ap), 如果 y � Y
且 X 的开子集的可数族 u 覆盖 f一�(功, 则存在 U �u 使得 f( 明 是 y 在 y 中的邻域.

简单的关系如下, 其逆均不成立:

几乎开映射

妙

双商映射

共 严格可数双商映射 (= w 映射)
妙

共 可数双商映射 共 伪开映射.

由定理 2.1 作为过渡, 依照空间与映射相互分类的思想, 利用严格可数双商映射可获得严格

Fr 包het 空间与度量空间的映射联系, 序列覆盖映射的作用由此得以充分显现.

定理 2.21 27] 下述条件相互等价:

(l) X 是严格 Fr �ch et 空间;

(2) X 是某一度量空间的严格可数双商映像.

在定理 2.2 的证明中, 起关键作用的是序列覆盖映射及度量空间的构造.就本文的主题而言,

与问题 0.2 和间题 1.5 相关 , 提出下述问题.

问题 2.3 度量空间上的严格可数双商映射是否序列覆盖映射?

问题 2.4 严格 R 阮he t空间上的几乎开映射是否序列覆盖映射?

关于 Fr �ch et 空间, 强 R �ch et 空间, 严格 Fr �ch et 空间中最引人迷恋的课题之一是这些空间

的乘积性问题 [as �.
本节的第二部分内容是介绍问题 0.3 的解答. 引言部分介绍了双商映射的来源. 为刻画度

量空间的双商映像, M ich ae l即I 引入了 �双序列空间 �. 空间 x 称为双序列空间(bi 一se qu ent ial

sP ac e网), 若 X 中的滤基 J 具有接触点 x �X , 则存在 X 的递减的集列 {A �} 使得 {A �} 网状
交于厂且收敛于 x , 其中, (l) X 的子集族 厂称为滤基, 若对于每一 Fl ,凡 任厂, 存在 凡 任厂使

得 必笋F3 c Fl n 凡; (2) x 任X 称为 刃的接触点, 若 x �n {了:F c 厂};(3)称集列 {A �} 收敛

于 x , 若 u 是 x 在 x 中的邻域 , 则存在 �任N 使得当 n 全7n 时有 A o c 认 (4)称集族 入网状

交于集族 厂, 若 风中的每一元与 尹中的每一元相交.

解决 1971年 siw iee �1 �]提出的问题 0.3 之关键技术是同年 M iehae一[301给出的.

引理 2. 5[s0 , 定理4司 对于任一空间 Y , 存在度量空间x 及映射 f :x � Y 具有下述性质:

如果 {A �} 是某点 , 任Y 的递减的网络, 则存在 x 任f一�(功及 x 在 X 中递减的邻域基 {Cn }使

得每一 f( 氏 )= A二, 饰 �N.
空间 Y 的子集族 厂称为 , 任y 的网络(ne 七wo rk ), 如果 , 任门厂, 并且若 U 是 y 的邻域 , 则

存在 F 任厂使得 F � U.

1978 年, y袖lag im ot �[l2}注意到了 M ich ae l的上述引理 , 引入了 �集列覆盖映射 �的概念.映

射 f :x o y 称为集歹,)覆盖映射(set一sequenee一eovering m ap{, 2]), 若 {八�} 是 Y 中收敛于 , 的递

减集列, 则存在 x 任f一�(功及 X 中收敛于 x 的递减集列 {B 衬 使得每一 f( 氏 ) = A �, 丫n 任N .
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为了方便起见, 若空间 X 中递减的集列 {A �} 收敛于 x, 记为 A �丰二. 引理 2. 5 中的映射

就是集列覆盖映射. 事实上, 设映射 f : X 一 y 具有引理 2. 6 所述的性质, 如果在 Y 中集列

A �小, , 那么{A �u {, }}是 , 的网络, 于是存在二�了一�(功及 x 在 X 中递减的邻域基 {氏 }使

得每一 f( 氏 )= A �u {好. 不妨设每一 A �笋, , 让 B �= 氏 \f 一, (, ), 则 X 中集列 风 小x 且

f( 几 )二A o.

引理 2.5, 112] 每一空间都是度量空间的集列覆盖映像.

下述定理回答了问题0. 3, 其中(2) � (3)部分证明的关键是应用引理2. 5,,
定理 2.6 下述条件相互等价:

(l) x 是双序列空间;

(2)到空间x 上的每一集列覆盖映射是双商映射112];
(3) X 是某一度量空间的双商映像 即!.

易验证, 集列覆盖映射是序列覆盖映射 , 其逆不真 llz ].

问题 2.7 刻画空间 X 使得到 X 上的每一序列覆盖映射是集列覆盖映射.

下列是 si wie clls , 表 �2, P ��21在综述空间的映射刻画的表格中未能给出回答的几个问题 �

问题 2. 8

问题 2.9

刻画空间Y 使得到 y 上的每一商映射是双商映射.

刻画空间Y 使得到 Y 上的每一伪开映射是双商映射.

3 序列粗盖的紧映像

A lex an dr �压Ar hange l�s kii 设想, 既是自从一般拓扑学诞生以来数学家们丰富智慧提练的产

物之一, 又是一般拓扑学继续向前发展的珍贵思想源泉.序列覆盖映射类的研究虽然仅是镶嵌在

Al ex an dr off- 抢han ge l�s 找 所设想的金色沙滩上的一只贝壳, 面对辽阔无垠的海洋更是沧海一粟,

但它可绘制出五彩斑斓的优美画卷.在此, 我们介绍度量空间的序列覆盖的紧映像的最新成果作

为本文的结束 (以下所述空间均指满足 Haus do rff 分离性质的拓扑空间).

1960 年, A lex an 士offf 3,l 引入正贝,I基 (regul ar bas e) 和.点正贝,J基(point 一regul ar bas e) 以刻
画拓扑空间的可度量性.空间 x 的子集族 B 称为点正则的, 若 U 是 X 的开集且 x 任U , 则

{B �B :x �B 必U } 是有限的.1962 年, A rh an ge l�s 劝牌]建立了具有点正则基的空间与度量

空间的映射联系, 即证明了一个空间是度量空间的开紧映像当且仅当它是具有点正则基的空间.

A rh an ge l,sk 泣的这一结果开创了 40 年来寻求点正则结构与度量空间映像研究之先河.

首先, 作为开紧映射的一般化 Ar hangel�s k五在其著名论文 �M apping�仙d sP 一 ,t[l 41中提

出了刻画度量空间的商紧映像的间题.从开映射到商映射 , 在空间的映像理论中涉及到拓扑空间

中基概念的推广.

定义3.1 空间X 的子集族尹称为X 的弱基(we ak bas ell勺, 如果户= U二�x 凡 满足:(l )

x 任门凡 , Vx �X; (z) 如果 酥V 任凡 , 则存在 w 任几 使得 w c U n 认Vx �X ;(a ) X 的子
集 G 是开集当且仅当对于每一 工�G , 存在 尸任几 使得 尸c G.

1992 年, 我们利用 Pon om ar ev lsa �的思想为弱基发现了一个实实在在的应用, 给出了 19 66

年 A rhan gel�s 找 间题的一个解.

定理 3.21 叫 空间 x 是度量空间的商紧映像当且仅当 x 是具有点有限弱展开的空间, 即

存在 X 的点有限覆盖列 {硫} 使得 {st (x,硫):x 任X ,n 任N } 是 X 的弱基.

其次 , 度量空间上的开映射是序列覆盖映射 11 �]. 2002 年 , Ike da , Li u 和 Ta naka 再次利用弱

基及点正则结构 , 证明了下述结果.

定理 3. 3[ as] 空间x 是度量空间的序列覆盖的商紧映像当且仅当它是具有点正则弱基的空

间.
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这结果简洁 �对称,但从商紧映射的角度来看, 它附加了序列覆盖映射.这一方面体现了序列

覆盖映射在刻画度量空间映像中的价值 , 另一方面也为寻求更理想的度量空间的商紧映像的刻画

提供了合理的依据.在拓扑空间基或弱基的推广方向上已有一系列成功的实践 叹.如 , 设 尹是空

间 x 的子集族.(l) 尹称为 x 的 cs 网络(cs 一ne twn rk [s6] )加 果 X 中的序列 {x�} 收敛于 x 任队

其中 U 是 X 中的开集, 则存在二 �N 和尸任, 使得 {x � :n 七�} u {x} c 尸c U; (2)尹称为

x 的cs * 网络 (cs *一ne two rk [l0]) ,如果X 中的序列{场}收敛于x 任u ,其中u 是x 中的开集,
则存在子序列 {纵 �}和 尸任尹使得 {x�, : �任N } u {x} c 尸c U .在拓扑空间中,

基 共 弱基 幼 cs 网络 井 cs * 网络 =冷 网络

Ike da , Li u 和 lhnaka 进一步提出问题 [as }:借助度量空间的好的映像分别刻画具有点正则 cs 网

络的序列空间, 具有点正则 cs * 网络的序列空间.

对于点正则 ��网络的序列空间, 本文第一作者与燕鹏飞获得了下述结果.

定理 3. 41 3刀 空间 x 是度量空间的序列覆盖的紧映像当且仅当它是具有点正则 c8 网络的

空间.

由此 , 具有点正则 cs 网络的序列空间可刻画为度量空间的序列覆盖的商紧映像 [�7�, 即具有

点正则弱基的空间 (定理 3. 3) , 该结果推广了定理 3.3 , 回答了Ike da , Li u 和 Ta naka l祠 提出的一

个问题.但这结果偏离了拟寻求度量空间的商紧映像的轨道.

序列覆盖映射的一个自然的推广是伪序列覆盖映射. 映射 f :x o y 称为伪序列覆盖映

射(Ps eu do- se qu en ce 一cove ri ng m ap 哪, �51 5), 如果 Y 中每一含极限点的收敛序列是 X 中某一紧

子集关于 f 的像.度量空间上的商紧映射必定是伪序列覆盖映射 渺]. 1997 年 , 燕鹏飞 [�0 ]给出

了度量空间的伪序列覆盖的紧映像的一个内在刻画, 即具有点有限的点星 sn 网络的空间. 2002

年, Ike da , Li u 和 Ta na ka 泌�本质上证明了度量空间的伪序列覆盖的紧映像等价于具有点有限

cs , 覆盖的点星网络, 这些工作为阐述 �优美的�度量空间的伪序列覆盖的紧映像提供了良好的
借鉴. 易验证 , 度量空间的伪序列覆盖的紧映像是具有点正则 c�, 网络的空间 Iv] .在 Ike da , Li u

和 丁�na如 的 �关于用度量空间的好的映像刻画具有点正则 cs �网络的序列空间 �问题 娜�的基

础上 , 2002 年 , 我们进一步提出问题 医问题 � � �!(z) l: 具有点正则 ���网络的空间是否为度量空

间的伪序列覆盖的紧映像?

2011 年, A n 和 乳yen 最终给出这问题肯定的回答.
定理 3.51 41] 空间x 是度量空间的伪序列覆盖的紧映像当且仅当它是具有点正则cs * 网络

的空间.

从而 , 利用 �点正则 cs 幸网络的序列空间�获得了度量空间的商紧映像一个精美的刻画 阵11 ,

该结果既简化了定理 3. 2, 又给出了 1966 年 A rh an ge rski l 问题的一个完美的解, 同时也把燕鹏

飞 网�, Ike da, Li u 和 Ta naka 饰]的相应刻画统一于点正则的结构之中.至此 , 自从 A rh an ge rsk il

以来 , 关于度量空间的序列覆盖 (或伪序列覆盖)的 (商)紧映像的刻画圆满完成.

拓扑空间中 k 网络的概念也是基的重要推广.设 p 是空间 X 的子集族.尹称为 x 的 k 网

络(k 一ne two rk 畔])加 果 K ,u 分别是 X 的紧集和开集并且K c U , 则存在有限的侧c 尹使得
K c U 侧 �U.

问题 3.6 如何用度量空间的适当映像刻画具有点正则 k 网络的空间?

致谢 作者真诚地感谢本文的两位评审专家给出的修改意见.

5 1954 年, G ruenh哪 �M i比ae l 和 物 aka[38] 称这映射为 �sequenee一eove ring m 即,, , 这名称已于 1971 年被

siw iee[川 使用过.为避免混淆, 2002 年, I玩da, Liu 和 几naka [35!称这映射为 �pseudo- s叫uence 一eove rsng m sp ,,.
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L IN Sho u l,2, Z H U Zh on幻in g l

(1. D eparttn ��tof M athe仇a �es and l叹加二a沉oo sc 乞enee, zh a�夕zh oo No rm alUn 乞�e二乞t夕, Zh a�帅 ��,
尸叮乞a �, 夕韶000, P . R . Ch 乞�a ,� 忍. In s亡乞tote of M a忿he二a忿云es, 爪ng de 几aehe二 CD ll印e, 从 �gde, 尸匆乞an ,

, J忍10久尸.几.Ch 乞�a)

A b st r ac t : In th is P a P e r, so m e o ld a n d n ew P ro b le m s a n d re su lts ar e sta te d o n th e im a g es

o f m etrie sP a ees a e eo rd in g to th e id e a w ith resp e et to mu tu a l re la tio n o f m a p p in g s a n d sp a ee s

w h ieh w as P osed by A lex an droff in 1961. It introd u ees an d deve loPs th e th eory of sequenee--

eover in g m aps, diseusses the relations betw een the elas s of we ak ly first eount able spac es(fo r
ex am p le , se卿 ent ial sp a e es , Fr 6 eh e t sp a e es , s tro n g ly R 乙eh e t sp a ees , strie tly Fr 色eh et sp a ee s a n d

b卜sequent ial spaees ) an d m etrie spaees by m 即pings, and deseribes the essenee of eharaeteriz-
in g sP ac es th ro u g h m aP P in g s , w h ieh h ig h lig h ts th e en d u rin g eh ar m o f th e P rag u e TO p o lo g ie a l

S y m p o sium .
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